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PREMIERE PARTIE. 
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CHAPITRE I" 

INTRODUCTION 
§1" 

Considérations générales. 

1. Une des plus grandes difficultés qu'éprouvent les commen- 
çants, en abordant l'étude de l'algèbre, c'est l'usage que l'on y fait 
de notions mystérieuses en apparence, comme celles des quantités 
négatives et des quantités imaginaires. Les géomètres qui ont assis 
sur des bases inébranlables les règles du calcul de ces symboles 
ont rendu un immense service à la philosophie mathématique. On 
peut cependant ne pas se trouver encore pleinement satisfait de 
leurs démonstrations, qui sont d'une rigueur inattaquable, sans 
doute, mais qui laissent subsister dans les mathématiques des sym- 
boles de quantités et des signes d'opérations qui semblent ne cor- 
respondre à rien de réel. Les raisonnements généralement employés 
reviennent à établir qu'il y a compensation entre deux absurdités, 
savoir : entre la considération de quantités dont l'existence implique 
contradiction, et entre l'application à ces quantités d'opérations 
qui n'ont de sens que pour les quantités réelles. 

2. On aura donc obtenu un avantage important, si Ton parvient 
à démontrer les mêmes règles avec la même rigueur, sans intro- 

i 
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duiredans les raisonnements autre chose que des quantités réelles 
et mesurables, sur lesquelles on exécutera des opérations nettement 
définies, mais plus générales que les opérations simples de l'arith- 
métique. De cette manière, au lieu d'arriver au résultat par une 
route certaine, mais obscure, dans laquelle un esprit timide peut 
craindre à chaque instant de s'égarer, on passera par une suite de 
déductions claires, et Ton pourra suivre des yeux toutes les phases 
du calcul. 

3. On atteint ce but, en introduisant dans l'algèbre de nouveaux 
signes d'opérations fondés sur des considérations géométriques, qui 
offrent un champ plus étendu et des ressources plus variées que les 
considérations arithmétiques que Ton prend généralement pour 
point de départ. 

Toute valeur numérique peut être représentée par le rapport de 
deux grandeurs géométriques, lignes, angles, aires, volumes, etc., 
ou simplement par une seule grandeur, si l'unité de son espèce 
est donnée. 

Une ligure de géométrie peut être considérée comme la repré- 
sentation d'autant de nombres qu'elle renferme de grandeurs 
mesurables. Ainsi, un triangle représente trois nombres par ses 
trois côtés, trois nombres par ses trois angles, un nombre par son 
aire, etc. 

Toute construction géométrique correspond à diverses combinai- 
sons d'opérations arithmétiques entre les nombres représentés par 
les divers éléments de la construction. Ainsi, une force étant 
déterminée, dans un plan donné, par deux éléments, une longueur 
et un angle, la composition de deux forces, qui revient à la cons- 
truction d'un parallélogramme ou d'un triangle, correspondra à 
toutes les opérations arithmétiques nécessaires pour déterminer les 
éléments de ce parallélogramme ou de ce triangle au moyen des 
deux longueurs et des deux angles donnés. Cet ensemble d'opéra- 
tions sera désigné, d'une manière aussi claire qu'abrégée, en 
l'appelant construction d'un parallélogramme. 

-i. L'algèbre s'occupe uniquement de la combinaison des opéra- 
tions, sans s'inquiéter de leur signification ni de leur nature. Elle 
donne les moyens de remplacer une combinaison d'opérations par 
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une au Ire combinaison équivalente; mais elle no Iraite nullement 
de la manière d'effectuer ces opérations. Elle part d'un petit nom- 
bre «le principes tirés des propriétés communes que présente chaque 
opération danâ les divers cas particuliers pour lesquels elle a été 
définie* Tels sont les principes suivants : 

Une somme ne change pas lorsqu'on intervertit Tordre de ses 
parties (principe de {"addition). 

La soustraction est l'opération inverse de l'addition* 

Do produit ne change pas lorsqu'on intervertit Tordre de 
facteurs (principe de la multiplication). 

Etc. 

Cest en partant de ces principes que fun établit les règles pour 
la transformation des opérations les unes dans les autn 

Rien n'empêche donc de donner des opérations fondamentales 

relatives à telle ou telle espèce de quantités telles définitions que 

Ton voudra, pourvu que ces définitions s'accordent avec les prin- 

en question. Les règles du calcul algébrique s'appliqueront 

urs aux opérations ainsi définies tant que ces conditions seront 

■mplies* 

Far exemple, rien n'empêchera d'appeler addition la composition 

«le deux forces, et de dire que la rééditante est égale à la somme 

des composantes; car la somme, ainsi définie, jouit de la propriété 

pas changer lorsqu'on intervertit l'ordre de ses parties. 

irellement tes définitions des opérations ne doivent pas être 

choisies au hasard» On commence par prendre les définitions les 

plus simples; puis on les modifie en les généralisant, à mesure 

que les définitions primitives deviennent insuffisantes, Maïs on a 

rjue chaque nouvelle généralisation renferme toujours les cas 

particuliers précédents 



Tant que Ton s'en tient aux définitions primitives, les règles 

de calcul ne peuvent embrasser à la fois tous les cas différents 

me question ; et si les calculs ont été établis spécialement 

pont un de ces cas, ils conduiront, pour les autres cas, à des 

ssibilités. On cherchera alors à généraliser a ta fois HdiV de 

quantité et les définitions des opérations, «Je manière que I" impus- 

sibttil cariée, et qu'une même formule puisse embrasser la 

ilion de tous les ea*. 
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Remarquons, en passant, que l'impossibilité d'un problème n'est 
pas toujours accusée par la nature même des symboles que le calcul 
donne pour solution. Elle peut provenir de ce que le résultat ne 
remplit pas certaines conditions que Ton n'a pas pu exprimer par 
les équations du problème. Le problème est impossible, par exem- 
ple, lorsque sa nature exige que la solution soit un nombre entier, 
et que le calcul donne un résultat fractionnaire. Tel serait le cas 
où Ton demanderait combien il faudrait donner de dents à une 
roue engrenant avec une autre roue armée de 50 dents, pour qu'elle 
fit 3 fois plus de tours que celle-ci dans le même temps. 

11 faut distinguer, en outre, entre l'impossibilité absolue d'un 
problème, et l'impossibilité de tel ou tel cas de ce problème, Ion* 
qu'il en peut présenter plusieurs. C'est dans ce dernier cas seule- 
ment que l'on peut faire disparaître l'impossibilité par la généra- 
lisation des opérations. 

6. Cette généralisation s'obtient en remplaçant les définitions 
arithmétiques des quantités et des opérations par des définitions 
géométriques. C'est ce que l'on a fait, depuis Descartes, pour les 
quantités négatives. Mais c'est plus tard seulement que l'on a 
cherché à représenter géométriquement les quantités imaginaires 
par des grandeurs réelles. Leur théorie purement algébrique n'a 
guère été fixée que depuis un siècle, après les travaux de d'Alembert 
et d'Euler, et c'est plus récemment encore que Cauchy y a mis la 
dernière main. 

* "• 

Sur V histoire de la théorie géométrique de* imaginaires. 

7. Le premier essai de représentation géométrique des quantités 
imaginaires est dû au géomètre prussien Heinrich Kùhn, né à 
Kœnigsberg en 1690, mort à Danzig en 1769. 

Kùhn a publié, en 1750, dans le tome III des Novi Commmtarii 
de l'Académie de Saint-Pétersbourg, dont il était membre, un 
Mémoire de 54 pages in- 4°, intitulé : Mcditaliones de qucudilatibus 
tmatjinariis construendis et radicibus imaginariis exhibendis. 

Ce travail, que Montucla traite peut-être avec trop de dédain, 
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i! Lient pas, il est y rai, la solution de la diflîcullé, que l'auteur 
avait aperçuô; niais il a t du moins, le mérite d'avoir mis sur la 
voie, et il restait bien peu de chose à ajouter pour obtenir la repré- 
sentation des imaginaires telle qu'on la conçoit aujourd'hui. 

8. Voici sur quelles bases reposent les considérations longue- 
ment développées par Kùhn. 

;it donnés deux axes rectangulaires, portons, à partir de leur 
intersection mutuelle, et de part et d'autre de cette intersection , 
, ,. , sur Tun d'eux, des longueurs égales à a, et sur 

l'autre, des longueurs égales à b„ En donnant des 
signes a ces longueurs, d'après la convention éta- 
blie par Descartes, les segmente pris sur le premier 
axe seront -j- a et — a ; les segmenls pris sur le 
second axe seront -f h et — b. Construisons les 
1 quatre rectangles qui ont ces segments pour cotés, 
et donnons aux aires de ces rectangles les signes qui résultent de 
la multiplication de leurs diraensionseo grandeur et en signe, Les 
de ces quatre rectangles seront alors 

« = (+*) X <+é) = -h ai, 
p=(+«) X (—*) = —£*, 
7 — (— a) x (~i)= +àa, 
a = \—a) x(+S) = —aâ . 

Supposons maintenant b = a f et désignons par ie signe \ le 
rulé de chacun des carrés résultants. On aura» d'après Kiihn, 



v* = 


VF 


-a) X ( t 


a) = 


+ a, 




VT= 


V'(+a) x(- 


-«) = 


+ V - 


flf, 


VJ= 


V(- 


-a) X (- 


-a) = 


—a, 




Vt = 


v'(- 


-a) X (+ a) = 


-a*. 



marquons qu'il serait plus naturel, selon nos idées actuelles, 
ser, comme nous le verrons plus tard, 
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9. L'imaginaire db y/ — a«, qui exprime Tune ou l'autre des 

racines de l'équation 

0*4- a* = 0, 

est définie par Kûhn comme le coté de l'un des carrés négatifs 
(3 ou 3. Mais l'auteur n'indique pas lequel des côtés du carré il faut 
prendre pour représenter l'imaginaire, et faute d'avoir fait entrer 
dans cette représentation la notion de direction, il lui devient 
impossible de définir ce qu'il faut entendre par la somme d'une 
quantité réelle et d'une quantité imaginaire, telle qu'on la rencontre 
dans la solution de l'équation complète du second degré 

(* — 9)*+ h* =0. 

Il dit bien que cette équation est vérifiée en prenant pour x — g 
le côté d'un carré négatif; mais il n'indique nullement quel sens 
il faut attacher à la racine elle-même 



x = g ±V— h*. 

C'est donc à tort, selon nous, que l'on fait souvent remonter à 
Kiihn l'idée de la représentation des imaginaires au moyen d'une 
direction perpendiculaire à celle qui correspond aux quantités 
réelles. On voit, au contraire, qu'il considère les longueurs comp- 
tées sur l'axe vertical comme des quantités réelles, positives ou 
négatives, aussi bien que les quantités comptées sur l'axe horizontal. 
Tout ce qu'on peut dire, c'est qu'il a posé le problème sans le 
résoudre, et que la lecture de son Mémoire aurait pu mettre ses 
successeurs sur la voie de la solution. 

10. Pendant le demi-siècle qui suivit la publication du travail 
de Kiihn, la question fut à peu près abandonnée. Nous lisons seu- 
lement, dans une Note de Cauchy (*), la mention suivante, à propos 
des travaux dont nous parlerons tout à l'heure : 

« Une grande partie des résultats de c^s recherches avait été, à 
» ce qu'il paraît, obtenue, même avant le siècle présent, et dès 
p l'année 1786, par un savant modeste, M. Henri-Dominique Truel, 
» qui, après les avoir consignés dans divers manuscrits, les a 



'•) K.mrircs ti Analyse et dr Physique mathématique, i. IV. p. 157. 
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rtmuiiqttéftj vers Tannée 1810, 5 H* Augustin Normand, 
* trusteur de vaisseaux au Havre. * 

I L Le premier Mémoire publié sur ce sujet, depuis la lentativv 
>i< Kiiiin, est celui de L'abbé Buée, inséré dans les Phtiosopkical 
Transactions pour Tannée 1806, et intitulé : Mémoire sur fes 
jumtiiés imaginaires (56 pages) f 1 ). 

Dans ce travail, Buée formule nettement, pour la première fois, 
la représentation des lignes imaginaires par dt.*s longueurs perpen- 
diculaires à la direction des lignes réelles. 

II parvient à ce résultat par deux raisonnements différente. 

Le premier repose sur la construction d'une moyenne propor- 
Fif. t. tionnelle. La perpendiculaire AB, élevée sur le mi- 
lieu du diamètre d'un demi-cercle de rayon — 1, 
est une moyenne proportionnelle entre les deux 
moitiés, AC — + 1, AB =. — f , du diamètre. Elle 
a donc pour valeur 



t-'iC. 



+ 1) K(— l)= V -\ . 

L'autre raisonnement n'est autre chose que celui de Kuhn, com- 
plété. Buée considère, comme Iviihn, les quatre 
carrés a, s\ y t p, de cOté — 1, formés autour d'un 
point Û t et dont les surfaces sont ± I . Le carré s, 
Luis les quatre positions qui! occupe successive- 
ment, en tournant chaque fois d'un quart de ré?û 
lotion autour du point 0, prend respectivement 
les quatre valeurs 

+ I, — l, +1, -1. 



"ii peut 
quantités 



considérer ces quatre valeurs comme les carrés des 



qui seraient représentées par le côté OA dans ses quatre positions 
OA. OA', OA\ OA 



i% Ccito analyse esi empruntée à l'ottvmge du professeur Itutxka : Vmwh 
riditigm l*br* von dur R&alitàt tUr vorgédieh imaginàrm drossai der 

i u, I. h |'r;i£iie a IS50. 
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Si juste cependant que soit la solution donnée par Buée, on ne 
peut nier qu'elle ne repose sur des arguments plus métaphysiques 
que mathématiques, et sur une extension mal justifiée des règles 
du calcul algébrique. Aussi son travail rïa-t-il pas attiré l'attention 
qu'il aurait méritée, malgré quelques erreurs qui le déparent. 

12. Dans la même année 1806, Robert Argand, de Genève, fit 
imprimer à Paris un opuscule intitulé : Essai sur une manière de 
représenter les quantités imaginaires dans les constructions géo- 
métriques. Cet ouvrage, sans nom d'auteur, n'a pas été mis dans 
le commerce. Nous le connaissons par un extrait qu'en a donné 
l'auteur dans les Annales de Gergonne (t. IV, 1813), et par une 
note de Cauchy (*). 

Argand établit d'abord, en suivant la première méthode de Buée, 
la représentation de V~^ï par une longueur portée dans une direc- 
tion perpendiculaire à celle des lignes réelles. 

Il généralise ensuite cette conception, en introduisant la repré- 
sentation, par un symbole unique, d'une ligne considérée à la fois 
en grandeur et en direction. 

Il définit, comme nous le ferons plus tard, les opérations de 
multiplication et d'addition effectuées sur les lignes dirigées; il 
en tire la décomposition de ces lignes suivant deux axes rectangu- 
laires, laquelle correspond, en analyse, à la séparation du réel et 
de l'imaginaire. 

Il établit ainsi la formule 

qui n'est autre chose que le théorème de Moivre, et il en déduit 
toutes les formules de la trigonométrie. 

Argand termine son Mémoire en exposant géométriquement la 
démonstration donnée par Legendre de la proposition fondamentale 
de la théorie des équations algébriques : Toute équation algébrique, 
à coefficients réels ou imaginaires, a au moins une racine repré- 
sentée par une ligne dirigée, c'est-à-dire une racine réductible à 
la forme a -h b v^Â • 

Dans une Note publiée plus tard dans le même volume des 



( ! ) Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, t. IV, p. 179. 
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Anmttes, Argand reprend sa démonstration avec plus de détails, et 
la rend tout à fait rigoureuse Nmis la reproduirons plus loin. 

13, Les communications d'Argand avaient eu lieu à l'occasion 
d'un article publié dans le même recueil scientifique par J.-F, 
Français, professeur à l'Ecole d'Artillerie de Metz. Celui-ci, d'après 
quelques indications qui lui étaient parvenues sur les idées d'Ar- 
gand, sans qu'il en connût Tau Leur, avait réussi à en retrouver les 
principaux résultats, et en avait fait l'objet d'une Note ('), à la suite 
île laquelle Argand réclama la priorité. 

On remarque, dans la Note de Français, le premier emploi de 
Lt notation 

v 

-niT une ligne de longueur r, et faisant avec un axe fixe 
l'angle p, notation très simple, que Cauchy a Uni par adopter, 

H. Parmi les auteurs qui, depuis Argand jusqu'à Cauchy, ont 
Ira île le même sujet, nous citerons seulement Mourey et Warrcn, 
dont les travaux ont paru dans la même année 1828- 

Mourey, dans une brochure qui a pour litre : Lti vraie théorie 
quantité* nnjtitnes ci des quantités prétendues imaginaireê, 
amis de t'wiâence, et qui a été réimprimée en 1861, 
Inppe complètement les règles du calcul des lignes fin 
et donne une nouvelle démonstration de la proposition fondamen- 
de la théorie des équations. Valheureusement la lecture de ce 
travail remarquable est rendue 'difficile et rebutante par une profu- 
sion de termes nouveaux et de notations bizarres, le plus souvent 
inutiles. 

irey se proposait de publier un Traité beaucoup plus étendu, 
dont sa brochure n'était qu'un extrait, et où il devait être question, 
cuire autres choses, de la représentation symbolique des lignes 
dans Pespace, au sujet de laquelle Argand et Français n'avaient rien 
trouvé de satisfaisant. Noua ignorons ce qu'a pu devenir ce manus- 
crit, dont la perte serait regrettable, 

Jnlin Warren, feltow ù l'Université de Cambridge, puis pas- 
Ut Huntingdon, a fait imprimer une brochure intituler. 



primipe* ■' m, et interprètatkto géométrique 

ayinaires, \tm* dr Aiath,, r, ÏV T p, GI-7K 
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A Treatise on the geometrical représentation of the square roots 
of négative quantities. Cambridge, 1828 (154 pages grand in-8°). 
Cette brochure a été suivie de deux articles moins étendus, insérés 
dans le Philosophical Transactions pour Tannée 1829 ( 1 ). 

Le travail dcWarren est plus complet et plus étendu que l'opus- 
cule de Mourey. La discussion des racines de l'unité y est faite 
avec soin. L'auteur termine par une démonstration des principales 
formules de la trigonométrie, et par diverses applications au calcul 
intégral et à la mécanique. On peut lui reprocher seulement, 
quoique à un moindre degré peut-être qu'à Mourey, l'introduction 
de notations compliquées et incommodes. 

16. Les deux ouvrages que nous venons de citer renferment 
complètement la théorie élémentaire de la représentation géomé- 
trique des imaginaires, ou, si Ton veut, de la représentation par un 
symbole imaginaire d'une droite quelconque tracée dans un plan. 

Cette théorie a été reprise et coordonnée par Cauchy, dans le 
tome IV de ses Exercices d'Analyse et de Physique mathématique 
(pages 157-355), et Ton peut dire maintenant qu'elle a reçu sa 
forme définitive. 

17. II n'entre pas dans notre plan de traiter des applications à 
la géométrie pure et à la mécanique qu a reçues la théorie dont 
nous nous occupons. Nous nous contenterons de mentionner les 
travaux de Schefïler ( 2 ) sur l'usage dos imaginaires en géométrie 
analytique, et le Mémoire de Siebeck ( 3 ) sur les transformations 
géométriques déduites de la théorie des imaginaires. 

Nous ne pouvons non plus nous occuper du travail considérable 
publié par M. Maximilien Marie sur les fonctions de variables ima- 
ginaires ( 4 ), ce travail étant fondé sur un système de représenta- 
tions des imaginaires essentiellement différent de celui qu'ont 
adopté Cauchy et Riemann. 



{*) Matzka : Versuch einer richliger Lehre u. s. w. 

(*) Der Situât iunskalkul Brunswick, I85I, 1 vol. in-8°. 

(*) Ueber die graphische Darstellung imagindrer Functionen. (Journal de 
Crelle, t. LV, p. 221-253, 1858.) 

(*) Nouvelle théorie des fonctions de variables imaginaires. [Journal de Liou- 
ville, 1858-1802.) 
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CHAPITRE H. 

1>ES QUANTITÉS ARITHMÉTIQUES ET ALGÉBRIQUES, OU QUANTITÉS RÉELLES. 

§1". 

18. Dans toute question où les données sont exprimables en 
nombres, la solution se ramène, en définitive, à des opérations 
d'arithmétique. 

La détermination de ces opérations et leur transformation en 
d'autres opérations équivalentes constituent le but de l'algèbre, ou 
plutôt un cas particulier du problème plus général qu'embrasse 
cette science. 

L'algèbre, en effet, s'occupe uniquement de la combinaison 
<T opérations dont les opérations d'arithmétique forment un cas très 
restreint, et auxquelles on a donné les mêmes noms qu'aux opéra- 
tions d'arithmétique, parce qu'elles jouissent des propriétés sur 
lesquelles les combinaisons des opérations d'arithmétique sont 
fondées. 

Par exemple, le résultat d'une addition arithmétique ne change 
pas lorsqu'on intervertit d'une manière quelconque l'ordre des 
parties. C'est sur cette propriété que sont fondées les transforma- 
tions que l'on peut faire subir aux combinaisons d'additions entre 
elles, ou aux combinaisons de l'addition avec son opération inverse, 
la soustraction. De là les différentes manières de calculer la valeur 
d'un polynôme, etc. 

Si nous donnons maintenant le nom d'addition à une opération 
quelconque jouissant de la même propriété fondamentale, et le 
nom de soustraction à l'opération inverse, il est clair que tous les 
résultats obtenus relativement aux transformations de l'addition et 
de la soustraction en arithmétique subsisteront encore quand il 
s'agira des mêmes opérations généralisées. 

De même, toutes les propriétés de la multiplication, de l'éléva- 
tion aux puissances et des opérations inverses, la division et l'ex- 
traction des racines, découlent du principe général que, dans un 
produit, on peut intervertir d'une manière quelconque Tordre des 
facteurs. 
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Si nous appelons multiplication une opération quelconque jouis- 
sant de la même propriété relativement à l'interversion des facteurs, 
et si nous en déduisons, comme en arithmétique, les définitions 
généralisées de l'élévation aux puissances, de la division et de 
l'extraction des racines, toutes les règles de l'arithmétique déduites 
du principe fondamental subsisteront pour les opérations généra- 
lisées, quelle que soit la nature de ces opérations, et quels que 
soient les moyens à employer pour les effectuer. 

19. Il ne faut donc pas se représenter l'algèbre comme opérant 
uniquement sur des quantités numériques, et ne pouvant traiter 
les grandeurs concrètes sans passer par l'intermédiaire des nom- 
bres. Une formule algébrique peut indiquer immédiatement une 
construction géométrique ou un mouvement mécanique, sans qu'il 
soit nécessaire en aucune façon de songer à l'évaluation numérique 
des données du problème. 

Ainsi, si l'on définit la multiplication géométrique comme la 
construction d'un rectangle, l'équation 

(a + 6)*= at + iab + b* 

exprime l'équivalence entre une certaine aire et la somme de plu- 
sieurs autres, abstraction faite de toute évaluation numérique de 
ces aires. 

20. Après ces remarques sur l'indépendance qui existe entre les 
règles données par l'algèbre pour la transformation des opérations 
et la nature même de ces opérations, occupons-nous des divers 
systèmes de signes que l'algèbre peut employer dans ses formules 
pour indiquer ces transformations. 

On connaît l'emploi des signes de l'arithmétique -+- , — , X , ••• , 
pour représenter les transformations algébriques de même nom que 
les opérations arithmétiques correspondantes. 

Mais il est souvent plus avantageux de prendre pour images de 
ces transformations, non plus des opérations arithmétiques, mais 
des constructions géométriques, dont la variété beaucoup plus 
grande permet d'indiquer plus brièvement des combinaisons com- 
pliquées, et d'embrasser sous un même énoncé des cas plus géné- 
raux, en même temps que ces constructions aident l'intelligence 
en parlant aux yeux. 



nlcnnnt, lorsqu'on a reconnu qu'une construction géométrique 

jnii, propriétés fondamentales qu'une certaine opération 

^arithmétique, rien n'empêchera de lui donner te don de ortie 

ri, et de la soumettre comme elle aux transformations de 

l'algèbre. 

21. Pour en donner un exemple, considérons la règle du parai- 
\Sk des forces. En représentant chaque force par une ligne 

parallèle & sa direction et de longueur proportionnelle à son mim- 

i, (a détermination de la grandeur et de la direction de la résul- 

ife de deux forces dépendra des opérations indiquées par In 
trigonométrie pour la résolution d'un triangle dont on connaît doux 
eété> avec Pangte qu ils comprennent. On voit» de plus, aisément 
résultante de deux ou de plusieurs forces ne dépend en 
aucune manière de Tordre dans lequel on compose ces forces. 
Donc l'opération de la composition des forces jouît de la propriété 
fondamentale de l'addition, de ne pas dépendre, quant au résultat, 
île Tordre dans lequel on range les quantités a composer . Rien donc 

mpi'che de nommer addition de deux ou de plusieurs forces, 
grondeur et m direction, la combinaison d'opérations d'arithméti- 
qut' ou de constructions géométriques qui sert à la déLerrninalion 
de la résultante au moyen de ses composantes, Dès lors, tous les 
calculs algébriques relatifs à l'addition et a son opération inverse, 
la soustraction, s'appliqueront, sans aucun changement, à la com- 
position des forces, et les seuls signes l ou — suffiront pour 
indiquer tout Tensemble des opérations d'arithmétique qu'exige la 
talion d'un triangle 
ts allons voir maintenant comment se sont Unies les exten- 
sions successives des définitions des quantités et des opérations. 



; nnu ti té* et tl& Opération* utithttuttqai», 

On peut représenter tous les nombres, et plus généralement 
Ifttt lia rapports, coinmensurables ou non, des grandeurs à leurs 
uni lés respectives, par des longueurs portées sur une droite OX, à 
partir d'un point fixe 0, pris pour origine, et dans une direction 
constante de vers X. Celle des extrémités d'une longueur qui est 
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la pli du point 0, est dite le commmcanmt ou ('extrémité 

Ue; huître est dite la fin ou l'extrémité fin 

En adoptant ce mode de représentation, les diverses opérations 
relatives soit aux nombres, soit aux quantités concrètes, se ramè- 
neront à des constructions géométriques que Ton pourra généra- 
lement effectuer, ou du moins dont on concevra toujours !a 
possibilité. 

Nous admettrons qu'une grandeur puisse toujours être transpor- 
tée, sans changer de valeur, soit le long de Taxe OX, soit sur une 
parallèle à cet aie. 

23. Cela posé, pour faire Y addition de deux longueurs, on les 
portera sur la même direction, en faisant coïncider le commenrc- 
menl de Tune avec la fin de l'autre. La somme sera la distance des 
deux extrémités non communes. 

Pour faire la soustraction, on portera encore les longueurs sur 
la même direction, mais en faisant coïncider leurs extrémités 
(inal&* La différence sera la dislance dos extrémités initiales. 

On pourrait encore opérer la soustraction en faisant coïncider 
les extrémités initiales. La différence serait la distance des extré- 
mités finales* 

24. La multiplication s'effectuera par la construction d'une 
ri», a. quatrième proportionnelle, le produit 4 = a.b de 

u par h étant le quatrième terme de la proportion 

Sur X , prenons 1 = 1 , a = a ; sur X , 
parallèle à OX, prenons 0*6— h; menons h ligue 
Ifc, qui rencontre, en un point P, la ligne OY t 
perpendiculaire à OX, et tirons P*ï, qui coupera 
'-V m t. Lfl ligne Ox -- z sera la quatrième proportionnelle 
cherchée, et représentera le produit demandé aJ*. 

Liï division st< ramène immédiatement à la multiplication, ol 
.sWlrr lui. 1 aussi par la construction d'une quatrième proportionnelle. 
Ainsi le quotient r = £ mn déterminé par ta proportion 

h n = i s. 
»<l sr Construira Comme le produit àû tout à l'heure. 
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U élévation aux puissances entières s'opère au moyen de plusieurs 
multiplications successives. 

25. L'extraction de la racine carrée revient à la construction 
d'une moyenne proportionnelle entre la quantité donnée et Y unité. 

Les extractions de racines dont les indices sont des puissances 
de 2 s'opèrent par la répétition de la même construction. 

Quant aux racines dont les indices ne sont pas des puissances 
de 2, on peut les extraire théoriquement à l'aide de l'instrument 
imaginé par Descartes (*), ou pratiquement par des méthodes 
d'approximation indéfinie. 

Il en serait de même pour la résolution des équations algébriques 
et pour les opérations transcendantes, correspondantes aux fonctions 
exponentielles, logarithmiques, circulaires, etc., ainsi que pour la 
résolution des équations transcendantes. 

1111. 

Des quantités et des opérations algébriques. 

26. Un problème étant posé, l'algèbre nous enseigne à transfor- 
mer les conditions données en d'autres qui permettent la résolution, 
exacte ou approchée, du problème à l'aide des opérations de l'arith- 
métique ou des constructions géométriques. Il peut se faire, dans 
certains cas, que l'on soit ainsi conduit à des opérations inexécu- 
tables, telle que celle de soustraire un plus grand nombre d'un 
plus petit. 

L'impossibilité du problème, accusée par une opération impos- 
sible, peut être tantôt absolue, tantôt apparente. Elle sera absolue 
lorsque les conditions exprimées par l'équation du problème cor- 
respondront complètement à celles de l'énoncé, celui-ci ne pouvant 
donner lieu qu'à l'équation reconnue impossible. 

D'autres fois, l'impossibilité est seulement apparente. C'est 
lorsque le problème pouvant offrir plusieurs cas entre lesquels on 
ne sait pas choisir a priori, on a mis un seul de ces cas en équa- 
tion, et que le cas que l'on a pris n'est pas celui qui a lieu 
réellement. 



Géométrie, livre II. 
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27. On peut se demander maintenant s'il n'est pas possible de 
donner à l'idée de quantité et aux définitions des opérations une 
extension analogue à celle que Ton a déjà admise en arithmétique, 
pour passer du calcul des nombres entiers au calcul des fractions, 
cette extension devant permettre d'embrasser dans une même 
formule les divers cas d'une même question, et faire ainsi dispa- 
raître l'impossibilité, lorsqu'elle n'est qu'apparente. 

Choisissons un exemple particulier, le plus simple possible. Une 
personne reçoit une somme a et perd une somme b : on demande 
quel changement a subi l'état de sa fortune. 

Il y a d'abord deux cas à distinguer, le changement pouvant 
avoir eu pour résultat soit un gain, soit une perte. Figurons géo- 
métriquement les opérations nécessaires à la solution du problème. 

Si l'on suppose d'abord qu'il y ait un gain, prenons ce gain pour 
Fig.4. inconnue. Portons, sur la droite Ox, une 

i 1 1 — œ longueur OA = a , et retranchons-en la lon- 

b a gueur AB _ i A i or8 j a différence OB repré- 

sentera le gain cherché. 

Si Ton suppose, au contraire, qu'il y ait eu perte, on portera, 
Fig. 5 sur une ligne Ox' , une longueur OB' = 6, 

i 1 1 — a , et l'on en soustraira B'A' — a. Le résultat 

A B O'A' sera la perte cherchée. 

Le premier cas est possible, si l'on a a > b; le second, si l'on a 
a < b : c'est ce que supposent les deux figures. 

Voyons maintenant ce que deviendrait la solution du premier 
cas pour a < b. De la ligne OA, il s'agirait de soustraire la ligne 
plus grande AB, ce qui est arithmétiquement impossible. Si néan- 
moins nous exécutons la même construction géométrique que dans 
Fig. e. le cas où la soustraction est possible, le 

^ point B se trouvera porté à gauche du 



o a point 0, à une distance OB — b — a. Or, 

cette distance donne précisément la valeur de la perte qui a réelle- 
ment lieu. Donc la même construction géométrique peut servir à 
résoudre les deux cas du problème, et la solution sera toujours 
représentée par la distance OB, portée à droite du point 0, lorsque 
c'est un gain, à gauche, lorsque c'est une perte. 

Cette construction a, de plus, l'avantage de pouvoir faire connaî- 
tre en même temps l'état de la fortune du possesseur. Supposons, 
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eu effet, que cette fortune soit représentée par la longueur ÛQ* 
fi*. % Il faudra lui ajoulerla solution OB, lorsque 

à ~~ i B~~ * ce sera un gain; fen retrancher, lorsque 

■fi J — t • ce sera une perte. Il faudra donc porter 

la solution, dans le premier cas, à droite, dans le second cas, a 
gauche du point 0, et c'est précisément ce que donne la construc- 
tion précédente. 

28. On voit aisément que la construction géométrique du pre- 
mier cas revient à porter l'un à la suite de l'autre, en sens opposés, 
les axes Qx, O'x* (ftg* 4 et 5), sur lesquels sont comptés respec- 

fi^i, tivenient les gains et les pertes. Le 

, » t ? i i i*p passage du gain à la perte, qui se fait 

B o 1 B b A par degrés continus, lorsqu'on fait 
croître i, par exemple, se trouvera indiqué par le passage du 
point B de la droite à la gauche de l'origine 0, et Ton n'aura plus 
à se demander sur lequel des deux axes il faut porter le résultat, 
ta construction 3c portant d'elle-même sur Taxe convenable. 

Les deux axes n'étant plus terminés fun et l'autre au point 0, 
et se servant mutuellement de prolongement, le point B ne risquera 
plus, pour ainsi dire, de tomber dans le vide, lorsqu'on aura fait 
la construction du gain pour le cas de la perte, ou vice versa, La 
soustraction définie géométriquement ne sera donc plus impossible, 
comme pouvait Tôtre la soustraction arithmétique. 

29, Si donc nous désignons par le signe — la soustraction géo- 
métrique, et par x le segment OB, la solution du problème sera 
toujours fournie par l'équation 

m = a — â % 

la Umgueur de OB donnant la grandeur du gain ou de la perte, et 
la direction de OB indiquant si c'est à un gain ou à une perte que 
; 'tique celte grandeur, 
maintenant k représente la fortune primitive, y la fortune 
actuelle du possesseur, on aura, s'il y a gain, 

s'il y a perte, 

jr= h— OB, 
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Dans le premier cas, on a évidemment, 

y = l -f- x. 

Voyons comment nous pourrons faire rentrer le second cas dans 
la même formule. 

30. Nous avons défini, dans la représentation des grandeurs 
arithmétiques ou absolues, le point initial comme étant l'extrémité 
la plus rapprochée de l'origine 0, le point final comme étant l'ex- 
trémité la plus éloignée de cette origine. En d'autres termes plus 
généraux, nous avons établi, quelle que soit la position du segment 
considéré, que Ton va du point initial au point final en marchant 
de la gauche vers la droite. 

Considérons maintenant le segment OB, qui, suivant sa direc- 
tion, représente un gain ou une perte. En se rappelant que Taxe 
x'Ox, indéfini dans les deux sens, a été formé par la juxtaposition 
des axes 0#,0V (fig. 4 et 5), indéfinis chacun dans un seul 
sens, on voit que doit être considéré comme le point initial soit 
du gain, soit de la perte. Donc, dans la construction généralisée, on 
ira du point initial au point final de la solution x 9 en marchant de 
gauche à droite si x représente un gain, et de droite à gauche si x 
représente une perte. 

D'après ces conventions sur les noms à donner aux extrémités 
du segment x , on voit que, si Ton étend à tous les cas la définition 
que nous avons donnée (n° 23), de Y addition géométrique, la sous- 
traction de la longueur OB, dans le cas où elle devra avoir lieu, 
sera précisément ce que nous devons appeler addition du segment 
dirigé x. 

Donc, dans tous les cas, si Ton adopte pour l'addition et pour la 
soustraction leurs définitions géométriques, en ayant égard à la 
transposition des noms des extrémités qui correspond au change- 
ment de direction du segment, on aura, pour la solution complète 
du problème, les équations 

<r = a— b, 
yz=i k + x, 

dont la première fera connaître le gain ou la perte (celle-ci étant 
considérée comme un gain négatif), et l'autre, la fortune actuelle 
du possesseur. 
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On voit que la soustraction géométrique se bit ici en prenant 
la différence des valeurs absolues, et portant le résultat dans le 
si us affecté au plus grand terme; et que l'addition géométrique 
répond, suivant le sens de #, soit à une addition, soit h une sous- 
traction arithmétique. 

31, Nous pouvons encore compléter la généralisation que nous 
avons commencée, Dans la formule 

l'addition géométrique suffit pour représenter à la fois l'addition 
dPun gain ou la soustraction d'une perte. Si, au lieu de représenter 
par x un gain porté à droite ou une perte portée à gauche» nous 
avions représenté parx une perte portée a droite ou un gain porté 
à gmohàj nous aurions obtenu, au lieu de la formule précédente, 
la formule 

y — k — & % 

qui aurait également répondu à tous les cas, en donnant à la sous- 
traction géométrique la même extension que nous avons donnée à 
l'addition. Donc, lorsque deux quantités, se succédant l'une à l'autre 
'Tune manière continue, sont représentées par des segments pris 
sur une même droite dans des sens opposés, l'addition géométrique 
de Tune peut être remplacée par la soustraction géométrique de 
l'autre, et réciproquement; de sorte que Ton passera du cas de 
Tune au cas de Fautre en changeant simplement le signe 4- ou — 
qui précédait la première, c'est-à-dire en remplaçant H- x par — x 3 
— % par + x. 

On peut indiquer ce changement d'avance une fois pour toutes, 
en convenant que, si l'une des quantités est représentée par 4- x $ 
l'autre le sera par — 2, et établissant, pour règles des opérations 
algébriques, que I addition se fera en laissant à chaque terme son 
signe, la soustraction en donnant h chaque terme un signe 
contraire. 

e convention que nous avons faite relativement au résultat a; 

de la première partie de la question, on peut aussi rétendre aux 

données* et au lieu de représenter par a et b les grandeurs d'un 

gain et d'une perte, et d'indiquer explicitement par les signes -h 

attife de ces quantités, on peut convenir que chacune 
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des lettres a, b représentera soit un gain, soit une perte, et sera 
figurée dans le premier cas par une ligne dirigée vers la droite, 
dans le second par une ligne dirigée vers la gauche, les lettres a et b 
renfermant en elles cette notion distinctive de direction. Alors la 
formule 

x = a— b 

pourra être remplacée par la formule 

x =z a + b, 
pareille à la formule 

y = k + X, 

et pouvant servir à la solution non seulement de la question 
actuelle, mais encore des autres questions correspondantes aux cas 
où a représenterait une perte ou b un gain. 

32. Remarquons, enfin, que le problème dont la solution est 
donnée par l'équation 

y = i-h#, ou y — k+a + b 

peut, dans certains cas, être possible ou impossible, suivant que 
l'on donnera ou non à la lettre y la faculté de représenter une dette 
aussi bien qu'un avoir. Dans le premier cas, on supposerait que la 
personne, ayant perdu plus qu'elle ne possède, pourrait contracter 
une dette, en ayant recours à son crédit. Dans le second cas, on 
ne considérerait que les paiements réalisables, et alors un paiement 
surpassant l'avoir serait considéré comme impossible. 

Voilà donc encore un exemple d'un cas d'impossibilité dont les 
circonstances ne peuvent être exprimées par des équations. 

33. On donne le nom de quantités positives à celles qui sont 
représentées par des lignes dirigées dans le sens primitivement 
assigné aux quantités arithmétiques ou absolues de même nom, 
et le nom de quantités négatives à celles qui sont représentées par 
des lignes dirigées en sens contraire. 

Nous désignerons provisoirement, avec Cauchy, sous le nom 
commun de quantités algébriques les quantités dirigées, c'est-à-dire 
les quantités positives et négatives représentées par des lettres 
comprenant implicitement le signe de direction. 
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34, Prenons pour second exemple la relation qui exprime le 

mouvement uniforme cf un point sur une droite. 
Représentons les temps par des segmente pris sur la droite OT, 
Fi*. 9. vi ïes espaces par des segments pris sur 

la droite parallèle ' X- Soit ' a = a Tes 
pace parcouru dans le temps 1 — I . Les 
espaces étant proportionnels aux temps, 
l'espace $, correspondant au temps (, sera 
donné par la proportion 

1 : t~ a: # . 

dfoù Fun voit comment la valeur x — ai se construit au moyen 
dune quatrième proportionnelle. 

Cette construction, qui consiste à déterminer d'abord le point P 
uù la droite \a rencontre la perpendiculaire OY, puis à joindre 
Pau point l par une droite qui rencontre Xà ladistanceO'# ==£, 
servira évidemment aussi à l'aire connaître t lorsqu'on donnera x~ 



35. Si Ton considère les positions du mobile avant le temps que 
Ton a pris pour origine, on voit que le mobile se trouvait sur ' X ' , 
Fi 10 à gauche du point 0' , en %' par exemple. Si 

Ton applique à ce cas la construction du 
numéro précédent pour trouver le temps au 
moyen de l'espace, on obtiendra pour repré- 
sentation du temps un segment OT, de grau- 

deur égale à ■» et situé à gauche de 0. 

On est conduit, par les mêmes raisons que 
ci-dessus, à considérer ce temps t comme négatif, ainsi que l'es- 
pace $ ' , 1/ équation 

représentera toujours la solution, en établissant cette règle des 
s, que le produit d'un nombre positif a par une quantité f\ 
positive ou négative, est de même signe que V . 
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36. Nous avons supposé jusqu'ici te mouvement s'etfectuaut dans 
la direction même que Ton a choisie pour représenter les temps 
positifs. Supposons maintenant le mouvement dirigé en sens con- 
Fiir. i r. traire, et continuons à compter tes segments 

positivement à droite, négativement à gau- 
« h. Pour t e=1, l'espace O'a sera négatif, 
fit ki quatrième proportionnelle x aux gran- 
deurs 1, a, t (pour! positif), devra êtfto 
dirigée dans le même sens que ' a , et par 
suite devra être négative, Cesl précisément 
ce qu'indique la construction géométrique étendue au cas où O'a 
est porté vers la gauche. Donc la formule 

s — ai 

subsistera pour a négatif et t positif, à la condition de donner à x 
le signe de a. 

Enfin, si, pour a négatif, on prend aussi / négatif, l'espace O'x 
devra ùivo égal en grandeur au produit 

O'a X O*, 

et porté vers la droite, c'est-à-dire positif, et c'est 
ce que donne encore la construction. 

37. On voit donc que la construction de la 
multiplication, définie d'abord pour les. grandeurs 
absolues, puis étendue aux grandeurs pourvues de aigrie* ifa direc- 
(ion, conduit à la règle des signes pour la multiplication des 
quantités algébriques, et, par suite, à toutes les conséquences de 
cette règle. 

Il est évident que tout ce que nous avons dit pour la mullipli* 
cation s'applique aussi i la division* 



38. Il résulte de là» en passant à l'élévation aux puissances, que 
toute puissance paire d'une quantité soit positive, soit négative, 
est positive, et que toute puissance impaire d'une quantité est de 
ijM-ine signe que celte quantité, 

Si Ton considère enfin l'opération inverse de l'élévation aux 
puissances, cYsUWlin 1 rextraction des racines, on voit qu'étant 
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donnée une quantité quelconque, il existera toujours une racine 
de degré impair quelconque de cette quantité, et que cette racine 
unique sera de môme signe que la puissance donnée. 

Étant donnée une quantité positive, on pourra toujours lui trou- 
ver deux racines d'un degré pair quelconque, égales et de signe 
contraire. 

Mais une quantité négative ne saurait être produite par l'éléva- 
tion d'aucune quantité à une puissance paire. Donc une racine de 
degré pair d'une quantité négative est une quantité impossible ou 
imaginaire, tant que Ton n'aura pas rendu l'opération de l'extrac- 
tion de la racine possible dans tous les cas, par une nouvelle 
extension de ridée de quantité et de la définition des opérations. 

Les quantités arithmétiques et les quantités algébriques, ou, en 
d'autres termes, les quantités positives et les quantités négatives, 
sont désignées par la dénomination commune de quantités réelles. 
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CHAPITRE ni. 

DBS QUANTITÉS GÉOMÉTRIQUES, OU QUANTITÉS COMPLEXES. 
§ I". 

Définition des quantités géométriques. 

39. Nous appellerons provisoirement, d'après Cauchy, quantité 
géométrique une droite donnée en grandeur et en direction, cette 
direction n'étant plus assujettie, comme pour les quantités algébri- 
ques, à être parallèle à une droite donnée, mais étant quelconque 
dans le plan. 

Deux quantités géométriques sont dites égales géométriquement 
lorsqu'elles ont même longueur et même direction, de sorte qu'on 
puisse les faire coïncider Tune avec l'autre, c'est-à-dire leur donner 
à la fois même extrémité initiale et même extrémité finale % en 
transportant Tune d'entre elles parallèlement à elle-même. 

La longueur de la droite s'appelle le module de la quantité géo- 
métrique. L'angle que fait sa direction avec un axe fixe s'appelle 
son argument. 

Deux quantités géométriques sont donc égales lorsqu'elles ont 
des modules égaux et des arguments soit égaux, soit différant l'un 
de l'autre d'un multiple quelconque de quatre angles droits. Ainsi 
l'égalité de deux quantités géométriques z,z' entraîne les deux 

égalités numériques 

mod. z = mod. z\ 
et 

arg. z = arg. z' , 
ou du moins 

arg. z = arg. z' -j-2*7r , 

k étant un nombre entier quelconque, positif, nul ou négatif. 

En désignant par r le module et par p l'argument d'une quantité 
géométrique, nous représenterons, du moins provisoirement, la 
quantité géométrique par la notation 

V 
Une quantité positive peut être regardée comme une quantité 
géométrique d'argument ou 2fcr ; une quantité négative, comme 
une quantité géométrique d'argument r ou (2A + 1)7c. 
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Au lieu de considérer la droite elle-même j il suffit de consi- 
dénr ses deux extrémités, eo ayant soin de distinguer l'extrémité 
initiale, d'où partirait un point pour décrire la droite dans la direc- 
tion donnée» de l'extrémité finale, où ce point s'arrêterait 

Si l'extrémité initiale est fixe, et qu on la prenne pour origine, 
la droite sera déterminée par sa seule extrémité finale, dont le 
module et l'argument seront les coordonnées polaires. Alors la 
quantité géométrique pourra être déterminée par un seul point du 
plan; et réciproquement, tout point du plan pourra être représenté 
par une quantité géométrique ayant ce point pour extrémité finale, 
et l'origine des coordonnées pour extrémité initiale. 



§ U. 

Addition et Buiistractian des quantités géométriques. 

41, Après avoir défini Y égalité des quantités géométriques, 
définissons maintenant leur addition. 

Noua étendrons aux quantités géométriques la définition de 
celte opération donnée pour les quantités arithmétiques et algé- 
iee. Pour ajouter deux quantités géométriques, on transportera 
Tune d'elles parallèlement à elle-même, de manière que son exlré- 
initiale coïncide avec l'extrémité finale de Vautre. La droite 
qui va de l'extrémité initiale de la seconde à l'extrémité finale de 
la première est dite la somme des deux quantités géométriques. 
On voit, par cette construction, que la somme de deux quantités 
triques est la diagonale du parallélogramme dont les côtés 
ont égaux et parallèles aux droites qui représentent ces quantités 
géométriques, 
La somme de deux quantités géométriques ne change pas lors- 
ric. i3- qu'on intervertit Tordre des parties* Ainsi l'on a 

ôc= OA-f Âc 3= ob+ sa, 

en indiquant par un trait supérieur une droite prise 
I en grandeur et en direction, et considérée comme 
une quantité géométrique. 

A ce point de vue, on peut dire qu un côté d'un 
triangle est égal à la somme géométrique des deux autres côtés* 
De même, la résultante de deux vitesses, de deux accélérations, 
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de deux forces, etc., est égale à la somme géométrique des com- 
posantes* 

42* De la définition de l'addition résulte immédiatement la 
définition de l'opération inverse» c'est-à-dire de la soustraction. Si 
l'on a 

ÔC— OA + OB, 

il en résultera, par définition, 

La soustraction s'effectuera donc en faisant coïncider les extré- 
mités finales des deux termes de la différence, et prenant pour 
cette différence la droite qui va de l'extrémité initiale du terme 

positif à l'extrémité initiale du terme négatif. 

43* On voit que, si Ton considère une quantité géométrique 
0¥' f égale et opposée à OB, la construction qui donnera UC — TJB 
fiiî. u. sera la môme que celle qui donnera (JC 4- OB' . 

I Donc si l'on considère deux quantités géométri- 
i ques opposées, c'est-à-dire ayant des modules 
égaux et des arguments différant de - (ou d'un 
multiple impair de z), l'addition de Tune de ces 
I deux quantités équivaudra à la soustraction de 
l'autre. 
Si donc nous représentons Tune de ces quan- 
tités par -h 2, nous serons conduits, comme nous lavons été dans 
le cas particulier des quantités algébriques, à représenter l'autre 
par — ;. 
On a donc 



p-t-ÏT 






et, plus généralement, 






k étant un nombre entier quelconque, positif, nul ou négatif, 

44. Une quantité géométrique doit être considérée comme nulle, 
uel que soit son argument, lorsque son module sera nul. Il est 
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clair il lors que l'addition ou la soustraction de cette quantité n'au- 
ront aucune influence. 

La somme de deux quantités opposées, ou, ce qui revient au 
io, la différence de deux quantités égales est nulle. 

45. La somme de plusieurs quantités géométriques est le côté 
qui ferme le polygone dont les autres côtés sont égaux, en grandeur 
et en direction, aux quantités géométriques données. 

Elle est nulle lorsque le polygone se Terme de lui-même* 

H est aisé de voir que la somme d'un nombre quelconque de 
quantités géométriques ne dépend pas de Tordre des parties. 

Les théorèmes connus de géométrie font voir que les modules 
de ta somme et de la différence de deux quantités sont compris 
l'un et l'autre entre la somme et la différence des modules de ces 
quantités, et que le module de la somme de plusieurs quantités est 
moindre que la gomme des modules de ces quantités 

omposition d'une quantité géométrique en ses compa- 
•mte rectangulaires. — Si Ton projette une quantité géométrique 
r sur un axe Qx t la projection, que nous désignerons pars, sera, 
(Taprés la convention établie pour les quantités algébriques, positive 
ou négative, suivant que p (ou , s il est plus grand que deux angles 
droits, son complément à 4 droits, 2- — p) sera aigu ou obtus. 

Le rapport, positif ou négatif, de tt à la longueur r est dit le 
cosinus de l'angle p. On a évidemment 

COS ( — p ) = 003 (2 îT — p ) = CQBp . 

Si Ton projette de même r sur un axe Oy , faisant avec la partie 

positive de Oc un angle droit (compté dans le sens des angles 

issants), la projection y sera positive ou négative, suivant que 

l'angle p — -^-ou -ar — p (ou son complément à 2-) sera aigu ou 

obtus. 
Le rapport, positif ou négatif, 

fftu de l'angle p. On voit aisément que 
i ( ;— p) — eus l — - h j» 1 — ^ eo§ f -y -/i=— sin/?. 



28 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE 

On a ainsi, par définition, pour les projections de r sur les 
deux axes rectangulaires Ox, Oy, 

x=. rcos/>, 
y =. rsin/i. 

Ces deux projections sont les coordonnées rectangulaires du point 
dont r et p sont les coordonnées polaires. 

47. La projection sur Taxe des x est une quantité géométrique 
ayant pour module la longueur absolue de la projection rcosp, et 
pour argument ou rc, suivant qu'elle est positive ou négative. 

La projection sur Taxe des y est une quantité géométrique 
ayant pour module la longueur absolue de rsinp , et pour argument 

-+- — ou — ir ( ou V)» 8U ' van t qu'elle sera positive ou négative. 

Nous pourrons considérer, pour plus de simplicité, les x négatifs 
comme ayant un module négatif et un argument nul, de même 
que les x positifs. Pour faire la somme géométrique de deux ou de 
plusieurs x de signes quelconques, on fera alors la somme algébri- 
que des modules, et Ton donnera à cette somme l'argument zéro, 
de sorte que Ton aura 

fro^'o-*- *'<>+••• = (*+*"+*■ + •■ V 
De même, on considérera les y négatifs comme ayant un module 
négatif, et un argument = —, de même que les y positifs, et l'on 
aura, d'après cette convention, 

** + »'» + »'* + ••■ = (y -*- »'+?'+ ■••)*• 

* « » T 

48. Une quantité géométrique r p peut être regardée comme la 
somme géométrique de ses deux projections ou composantes rec- 
tangulaires x ou x y y ou y n9 de sorte qu'on aura 

T 

î 

les modules, positifs ou négatifs, x et y étant déterminés par les 
équations 

x = rvosp . 

y — ■. r sin^ . 
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d'où Ton tire 



r = V x*+y* , 

4? .y # 

p = arc cos — = arc sm — = arc tan# — . 
r r ° y 

Remarque. L'expression arc tang «jj- convient également à deux 
directions opposées, aussi bien à celle qui répond aux valeurs 
^^ . ^y- du cosinus et du sinus, qu'à celle qui répond aux 
valeurs -y- . -— de ces mômes quantités. Pour abréger l'écri- 
ture, et pouvoir nous contenter dans tous les cas d'introduire 
l'expression de l'arc tangente, qui est généralement la plus simple, 

nous conviendrons que la notation arc tang -~-, ou, plus explicite- 
ment, arc tang {£jj représente l'arc dont le sinus a le même signe 

que -f y, et le cosinus le même signe que +x. D'après cette 
convention, on aura 

— y "+■ y 

arc tang — — = arc tang .--*--*-- 



— x -hx 

49. On peut donc toujours considérer une quantité géométrique 
comme équivalente à la somme de deux composantes suivant des 
directions rectangulaires entre elles. C'est à ce point de vue que 
l'on a donné aux quantités géométriques le nom de quantités com- 
plexes, qui est le plus généralement adopté, et que nous emploie- 
rons le plus souvent dans ce qui va suivre. 

50. L'addition de deux ou de plusieurs quantités complexes se 
ramène à l'addition de leurs composantes, et, d'après ce que nous 
avons vu, l'addition de ces composantes s'exécute sur chaque axe, 
d'après la règle de l'addition des quantités réelles. On a ainsi 

% + r V + r V + '" = (*o -*- *'o + ' x o + •••) + (»*+ y'** y\+ -) 

s t t 

= (tf + J!'+aï f +-) + ( y4 . V ' + y'4-...) ff • 

T 
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La somme de plusieurs quantités géométriques Xr est nulle, 

lorsque les deux conditions nécessaires et suffisantes 

2 s = Srcosp sa o, 

2 y — 2 f sin;; — 
sont satisfaites, 

51, Si Ton a une égalité entre deux quantités complexes, cette 
égalité se décomposera en deux autres égalités, Tune entre les 
composantes horizontales, l'autre entre les composantes verticales. 

On peut profiter de cette réunion de deux égalités en une seule 
pour présenter les formules sous la forme la plus simple. 

Soit, par exemple, un triangle recti ligne ABC* Prenons pour arc 
de projection une droite quelconque Ax, faisant un angle avec 
le côté AB> L'égalité géométrique 

ÂB = IC + CB 
I pourra s'écrire 

c = 6 + a 

En donnant à diverses valeurs convenants* 
et ayant égard a l'équation 

A n- B + C = n , 

cette formule fournira successivement toutes les formules do ta 
trigonométrie rccttligne, et elle les résume toutes de la maniera 
la plus succincte. 

52. Des saies à termes complexes. — De ce que nous venons 
d'exposer sur l'addition des quantités complexes, il résulte qu'une 
série- dont les termes sont des quantités complexes est convergente, 
quels que soient les arguments, toutes les fois que la série des 
modules est convergente, pourvu que Ton définisse la convergence 
des séries complexes par une extension de la définition de la 
convergence des séries nouvelles. 

Une série réelle est dite convergente lorsque, pour n assez grand» 
la somme des k termes qui suivent le n lème tend vers aséro» quel 
que soît k , pourvu qu il ne dépende pas de n. 
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De même, une série complexe sera dite convergente, lorsque, 
pour n assez grand, le module de la somme des k termes qui 
suivent le n"** tendra vers zéro, quel que soit fc, indépendant 
den. 

Si la série des modules est convergente, en la représentant par 



r -+• r -f- ... 4- r 



alors on devra avoir 



M .„_ fV . + , + _ +ri . +w 



infiniment petit, pour n infini, quel que soit k. 
Soit maintenant 



Z H- J? -f- ... -f-Z ■ 



la série complexe, dont les termes ont pour modules 



1 « 7 ..... y 



Le module de la somme des k termes qui suivent le n"**, 

*<»+*> + ,<■+* + ... + /•+■», 

est moindre que la somme des modules de ces termes, laquelle 
tend, par hypothèse, vers zéro pour n infini, quel que soit k. 
Donc il en est de même a fortiori du module de la somme 
2 («-M) + — j. z (»-f-*) # D onc j a gérie complexe est convergente, 
quels que soient (Tailleurs les arguments de ses termes. 

On voit aisément que la convergence d'une série complexe 
entraîne la converge des deux séries réelles qui ont pour termes 
les composantes horizontales et verticales des termes de la série 
complexe, et réciproquement. 

53. Considérons une quantité complexe variable, dont l'extré- 
mité initiale est fixe, et que Ton peut représenter par sa seule 
extrémité finale. Nous désignerons, dans ce cas, par la même lettre z 
Ta quantité complexe r p elle-même et son extrémité finale. 

Si le point z passe de la position z à la position z ' , la différence 
z' — z représentera en grandeur et en direction la distance de ces 
deux positions. 
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Si Ton fait varier d'une manière continue la quantité complexe z , 
ou, ce qui revient au même, son module r et son argument p y ou 
encore ses deux composantes z et y , le point z se déplacera, en 
décrivant une certaine ligne dont la forme dépendra de la relation 
arbitraire que Ton établira entre les coordonnées polaires r et p, 
ou entre les coordonnées rectangulaires x et y. Nous appellerons 
cette ligne le chemin ou la trajectoire du point z . 

Lorsqu'on suppose les deux positions z,z' infiniment voisines, 
leur distance, représentée en grandeur et en direction par la diffé- 
rence infiniment petite z' — z, sera dite la différentielle de la 
variable z, et nous la désignerons, en conséquence, par le sym- 
bole dz. 

Toutes les règles de la différentiation des quantités réelles qui 
ne dépendent que des règles de Faddition et de la soustraction, 
subsistent aussi pour les quantités complexes. On aura ainsi 

dz = d(x ) + d ( 9 ) = (dx) + (dy)^ 
a * 

54. Le module de la quantité complexe dz, que nous représen- 
terons par p , a pour valeur 



\/rfar f -+-rfy f = V/rfr f -t-r«rfp* . 

(Test l'élément infiniment petit ds de la courbe décrite par le 
point z . 

Pour que dz soit infiniment petit, il faut et il suffit que son 
module p soit infiniment petit. 

Mais l'argument de dz, c'est-à-dire l'angle 

? = arctang — 

n'est assujetti à aucune condition, et peut prendre une valeur finie 
quelconque, dépendant de la forme du chemin de z . 

55. Le chemin de z est la limite du polygone infinitésimal qui 
a pour côtés les accroissements dz successifs. La distance des deux 
positions extrêmes de z est la limite de la somme géométrique des 
côtés de ce polygone. Nous représenterons cette limite de somme 
d'éléments infiniment petits par le signe d'intégration. 
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Si donc le point z, partant de l'origine, arrive en Z après avoir 
décrit un chemin quelconque, la quantité géométrique I5Z", ou le 
point Z qui la représente, seront désignés par l'intégrale 

"Z 

(1) Z = / dz 





I! 

comme dans le cas des quantités réelles. 



De même la droite qui joint les deux points z (0) et Z de la trajec- 
toire sera égale à l'intégrale 

Si le chemin de z est une courbe fermée, alors en revenant au 
point de départ on a Z = z (0) . Donc l'intégrale/dz , prise tout le 
long d'un contour fermé quelconque, est nulle. 

D'après ce que nous voyons ici, les valeurs des intégrales (i) 
et (3) ne dépendent que des limites de l'intégration, et nullement 
du chemin parcouru entre ces deux limites. C'est grâce à cette 
indépendance que nous avons obtenu les valeurs de ces intégrales 
sous la même forme que dans le cas d'une variable réelle. Mais 
nous verrons plus tard qu'il ne faudrait pas étendre trop loin cette 
généralisation. 

§ IH. 

Multiplication, division et élévation aux puissances entières des quantités 
géométriques. 

56. La définition de la multiplication par une quantité réelle se 
déduit de la définition de l'addition pour les quantités complexes 
comme pour les quantités réelles. 

La multiplication par un nombre entier m est l'addition de m 
quantités égales au multiplicande. Ces quantités égales ayant même 
argument, la multiplication se réduira à la multiplication du 
module, de sorte qu'on aura 

(1) r f x m = \,mr) p . 

De la multiplication par un nombre entier on passe, à l'aide du 
raisonnement connu, à la division par un nombre entier, puis à 
• a multiplication par une fraction, et enfin, en invoquant le prin- 
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cipe des limites, à la multiplication par un nombre incommensu- 
rable. On en conclura, dans tous les cas, que, pour multiplier UOc 
quantité géométrique r f par un nombre quelconque m , commcn- 
mrable ou non, il suffit de multiplier le module r parce nombre. 
sans changer l'argument 

On peut maintenant représenter la multiplicateur m par le 
port de deux lignes, m : L Soit alors OT = r le multiplicande 
Fi(r <e On multipliera te module 0: par m en construi- 

sant le triangle Omw semblable a 01 z f et 
puisque 1 argument ne doit pas changer, Uu* 
représentera, en grandeur et en direction, le 
produit de * par m . 
On voit que la construction revient à joindn 
les points 1 et z, et à mener par l'extrémité *» du multiplieatem 
une parallèle mw à \z t jusqu'à la rencontre de la droite 0*, 



57. Le multiplicateur arithmétique Qm peut être considéré 
comme une quantité algébrique positive. Étendons maintenant la 
fir. h même construction au cas où le multiplicateur 

est une quantité négative» Alors le produit \ h*\ 
au lieu d'avoir la même direction que Os, 
sera dirigé suivant le prolongement de 0: 
On a donc 

(2) r f X (— *) - (mr) |+ff = -(mr) p . 

Or, la quantité algébrique ± m peut être regardée comme une 
quantité géométrique de module m et d'argument ou ~, et on 
peut la représenter par m ou par at*. Dus lors, les deux formules 
précédentes (1) et (2) deviennent 

*VXm m {r.«) F+0 , 

et Ton peut dire que la multiplication d'une quantité complexe par 
une quantité algébrique s'effectue en faisant le produit des modules 
i i l'addition des arguments des deux facteurs. 

58* Supposons maintenant que Ton applique la même construc- 
tion au cas où le multiplicateur réel ±m est remplacé par nm- 
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quantité géométrique quelconque :'= r' On devra construire 
Qz' un triangle Qz w semblable au triangle 01 r. La 
Fie, quantité géométrique w , ainsi obtenue, aura 

pour module Ou» = rr* et pour argument 
wOx = p + p'. 

11 est clair que Ton aurait obtenu la même 
quantité 0t#, en construisant sur Qz un triangle 
Ôzw semblable huit'. 

On peut donc, dans nette opération, prendre 
Tune pour l'autre les deux quantités : et 
Cette opération jouit donc de la propriété fondamentale de la mul- 
tiplication. Donc il est permis de lui donner le nom de multipU- 

Nous définirons donc la multiplication des quantité* complexes 
comme une opération qui consiste dans ta multiplication des 
modules et dam l'addition des arguments des fadeurs; de sorte 
que Ton a, par définition, 

r x r f , =. {rr') 
p p p+f 

la règle comprend, comme cas particulier, la multiplication 

il deux lecteurs algébriques ou d'un facteur complexe par un 

it algébrique. 

Si Ton considère maintenant un nombre quelconque de 
fadeurs compte* 

r r' , r' lr . .. 

p t j» 

il pM aîsé de voir que, de ta définition donnée pour le eas de deux 

Êurs, résultera la définition pour le cas d'un nombre quelconque 

h hcteur&j laquelle sera exprimée par la formule 

r X r* X r' „ X — = (rr'r\.>) , P1 ; 
p f t V+r - 1 

etdeœtte définition résulte immédiatement que le théorème sur 

"crsion des facteurs d v un produit s'étend au c;isoù le nombre 

facteurs ' ïonque. 

Ou en conclut que toutes les règles de l'algèbre relatives ;> la 

MiNylicatiiHi des monômes s'appliquent aux produits de quantités 

l'our diviser Tune par l'autre deux quantité! complexes, on 
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prendra le quotient des modules et la différence des arguments, 
de sorte que Ton aura 



-?- = £) : 



60. Pour élever une quantité complexe à une puissance entière, 
on élèvera le module a cette puissance, et Ton multipliera l'argu- 
ment par l'exposant de la puissance. Ainsi, 



(--.)■=(' 



Cette formule est encore vraie lorsque m est un nombre entier 
négatif. 

On peut construire simplement la puissance m de la quantité 
géométrique r . Pour cela, soit 01 = l êl OA 4 = r f , Joignons IÀ, ; 
F.f, i9. P u * s construisons la suite des triangles sembla- 

bles 1 A, , 0A ( A, , OA^A, ,.., .On aura successi- 
vement Mt=(r p Y t ÔÂ 4 = (r y )\ .... 

Le lieu des points 1 , k, , À, , ... est une spi- 
rale logarithmique. 
On peut abréger la construction dans certains 
Ainsi, pour obtenir (rj\ on construira 
= (0*î puis on fera le triangle ûà* &. 
ïmblable ;i 1 A, > ce qui donnera 



iï£m.(6&fm.jirfjm t p - 



M- Soient maintenant deux quantités complexes ÔA=«, 
AB = z' . Pour faire les produits 0A\ AB* de ces deux quantités 
F't.ai. par une troisième m h , on construira 

deux triangles semblables 0A A . ' , ABB \ 
En menant A C égal et parallèle à AB* t 
OC sera la somme de ces produits. Or, 
on démontre facilement que le triangle 
OCB est semblable à chacun des deux 
précédente, Donc OC représente le pro- 
duit de lïïï — ÔÂ -f- AB par le même 
molli pi testeur 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 37 

On conclut de là que, si z, z' et w sont trois quantités com- 
plexes, on a 

(Z ■+- Z').to = Z.I0 ■+- z' .to . 

Donc pour multiplier une somme de quantités complexes par 
une quantité complexe, on multipliera chaque partie de la somme 
par le multiplicateur. 

De là découle l'extension aux quantités complexes de toutes les 
règles relatives à la multiplication et à la division des polynômes 
réels, ainsi que des formules pour les puissances entières des 
binômes et des polynômes. 

En un mot, les règles pour la formation des fonctions ration- 
nelles sont les mêmes pour les quantités complexes que pour les 
quantités réelles. 

62. Considérons spécialement le cas des quantités représentées 
au moyen de leurs composantes rectangulaires 

2 t 

et appliquons à la multiplication de ces quantités la règle de la 
multiplication des polynômes. On aura 

2 T 

2 2 2 2 

Lorsque les modules $,y, x' ,y' > sont tous positifs, le produit 
devient évidemment 

Z2 9 = {XX') + («»') »+(»»')* + (»*')« n 
0+0 0+ y - + o y + T 

= {xx') + (xt% + {ix') w + (n% m 
T ¥ 



ou, à cause de (yy') n = —(yy') , 

zz' = {xx 1 — yy'\+ (xy' + yx') 
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Si un module, x par exemple, était négatif et = — x, on aurait 

x o*'o = ***'o= (**%= {—**%= (**V 
et de même pour les autres cas, de sorte que le résultat précédent 
est tout à fait général. 

63. On peut arriver au même but d'une manière plus simple, 
en se servant d'une notation plus commode. 
On a, d'après la règle de la multiplication, 

r , = r » x v 

et cette formule subsiste encore, lors même que r est un module 
susceptible de signe. On a donc 

r xr' . = r n r' n X 1 . 1 , = rr' . 1 
p p o o ~ p f p+f 

On peut donc, dans la multiplication des quantités géométriques, 

mettre en facteur le produit des modules, et remplacer ensuite les 

modules par l'unité. 

D'après celte remarque, écrivons la quantité complexe x + y n 

sous la forme 7 

2 

Remarquons maintenant que 1, est l'unité absolue, que l'on peut 
se dispenser d'écrire comme facteur. Désignons ensuite par la 
lettre t X unité imaginaire \ n , ou celui des rayons du cercle de 

T 

rayon 1, qui est mené perpendiculairement au diamètre horizontal. 

La quantité complexe se présentera alors sous la forme 

x 4- iy . 
En appliquant la règle de la multiplication aux deux binômes 
x + iy , x'+iy' , 

on devra remarquer que l'on a 

et, par suite, on remplacera le carré de la quantité géométrique t 
par — 1. La formule du numéro précédent deviendra alors 

(1) (.r + iy) (x'+iy') = xx'—yy'+i (xy'+yx') y 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 39 

xx' — yy' étant une quantité d'argument zéro, et le produit 

i(xy'+yx') =• {xy'+yx') . l„ 

F 

étant la même chose que (xy '-+ yx') n . 

ï 

D'après cela, les quantités complexes, mises sous la forme 
x + iy> pourront être traitées suivant les règles de calcul établies 
pour les quantités réelles, pourvu que Ton traite le symbole t 
comme une quantité dont le carré est — 1. 

Dans le binôme x + iy,te composante x porte le nom de partie 
réelle; la composante iy y celui de partie imaginaire. 

Nous appliquerons toujours la dénomination d'imaginaires pures 
ou simplement d'imaginaires aux quantités de la forme iy y for- 
mées par la multiplication (f une quantité réelle et de l'unité ima- 
ginaire. 

64. On déduit de là les moyens, indiqués dans les Traités d'Al- 
gèbre, pour ramener les produits, les quotients et les puissances 
entières de quantités complexes à la forme u + iv de quantités 
complexes. On traitera i comme une quantité ayant pour carré 

i'= -i, 

et, par suite, pour puissances successives 

.i 

etc.... , 

et en général, n étant un nombre entier quelconque, positif ou 
négatif, 

.4* , 

I =4-1, 

.4n+l 

t = -+" I , 

.4w+t - 

* = — 1 , 

.4» + S 

t = — i . 

Remarquons en particulier que Ton a 
t ~~ 



40 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE 

65. Théorème de Moivre. — L'équation 

(3) 1.1=1, 

que nous avons établie comme cas particulier de la multiplication, 
contient, avec l'équation (4) du n° 63, toute la théorie des fonctions 
circulaires. 

D'après ce que nous avons vu, les fonctions cosp et sinp ne 
sont autre chose que les composantes rectangulaires de la quantité 
géométrique i p . On a donc 

(3) 1 = cos/? -h i sinp . 

En substituant cette valeur et les valeurs analogues de l f et de 
i #+f dans Féquation (2), et effectuant la multiplication d'après la 
règle exprimée par l'équation (1) du n° 63, il vient 

(cos p cos q — sinp sin q ) -h t (sin p cos q -f- cosp sin q) 

=•■ cos (p -f- q) -t- 1 sin {p -f- q) . 

Les deux membres sont deux quantités géométriques dont l'égalité 
entraine celles de leurs composantes de même nom. On a ainsi 
les équations fondamentales de la trigonométrie, 

cos {p -h q) = cosp cos q — sinp sin q , 
sin (p+q) = sin/? cos q -h cos/? sin q , 

avec toutes leurs conséquences. 

66. De l'équation (2) on tire, pour m entier quelconque, 

\ pj mp ' 

ou, en mettant pour \ p et pour i mp leurs valeurs tirées de la for- 
mule (3), 

(cosp -+- * sin/?)* = cos mp -f- tsin mp . 

On peut toujours supposer, dans cette égalité, l'exposant m posi- 
tif, en donnant à p un signe convenable, ou, ce qui revient au 
même, en remplaçant t par — t . On développera alors le premier 
membre par la formule du binôme, et on le ramènera à la forme 

t T -f i v . 
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U sera la valeur de dos mp , Y celle de sin mp , développées sui- 
vant les puissances et les produits de cos p et de sin p . 

Nous n'insisterons pas ici sur les autres conséquences de la 
formule (2). 

§ IV. 

Puissances fractionnaires des quantités géométriques. — Équation binôme. 

67. Considérons maintenant l'opération inverse de l'élévation 
aux puissances, l'extraction des racines. 

La racine m*** de r f est définie par l'équation 

M 

w = r 

Or, si l'on prend une quantité géométrique ayant pour module r m 
«t pour argument — , il résulte de ce qu'on a vu dans le paragra- 
phe précédent, que la puissance m ièBM de cette quantité sera r p . 
On aura donc 

m 

68. Nous avons remarqué (art. 39) que si l'on donne, comme 
cela a lieu généralement, une quantité géométrique par sa position 
sur le plan ou par ses composantes rectangulaires, l'argument p 
n'est déterminé qu'à un multiple quelconque de 2rc près, de sorte 
qu'on pourra toujours le représenter par 

p-h2*7r , 

k étant un nombre entier indéterminé, positif, nul ou négatif. 
Donc l'argument de VT 9 , ou plutôt de Pr p + tkn , aura pour valeur 
un quelconque des angles compris dans la formule 

p %kn 

m m ' 

tandis que le module de cette racine aura une valeur arithmétique 

r* parfaitement déterminée. 

Les directions distinctes qui répondront aux diverses détermi- 
nations de P7 P , s'obtiendront en donnant à k les m valeurs 

, 1 , 2, . . . , m — 1 . 
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Les directions qui correspondent à des valeurs de k différant entre 
elles d'un multiple de m , se confondront ensemble. 

69. On peut représenter d'une manière très simple la multipli- 
cité de valeurs d'une puissance fractionnaire d'une quantité géo- 
métrique. 

Sur le cercle de rayon 1 ayant pour centre l'origine, élevons un 
cylindre de révolution, et traçons sur ce cylindre une hélice d'un 
pas quelconque, que nous pourrons supposer infiniment petit. 
Prenons cette hélice pour directrice d'un hélicoïde gauche, ayant 
pour axe l'axe du cylindre, et dont nous pourrons supposer les 
génératrices terminées toutes à cet axe (*). 

En prenant pour unité d'arc d'hélice l'arc qui a pour projection 
l'unité d'arc de cercle, la spire de l'hélice ayant ainsi pour mesure 
le nombre Sx , nous pourrons représenter la quantité géométrique 
r par une génératrice de l'hélicoïde ayant pour longueur r , et 
interceptant, à partir de l'origine des arcs d'hélice (que nous sup- 
poserons coïncider avec l'origine des arcs de cercle), un arc égal 
à p . Si l'on imagine le pas de l'hélice infiniment petit, les diverses 
nappes de Thélicoïde viendront coïncider avec le plan horizontal, 
qui se trouvera ainsi composé d'une infinité de nappes superposées. 

Une quantité géométrique donnée par un point du plan horizontal 
sera représentée sur l'hélicoïde par un quelconque des points de 
cette surface situés sur la verticale du point donné. Les rayons 
vecteurs ou les modules de tous ces points seront égaux au module 
de la projection. Mais les arguments, mesurés par les arcs d'hélice 
interceptés par les rayons vecteurs à partir de l'origine commune, 
seront égaux à l'un quelconque d'entre eux, à celui, par exemple, 
qui a même valeur numérique p que l'argument de la projection, 
plus ou moins un nombre entier quelconque de spires de l'hélice. 
Ces arguments sont donc représentés par la formule 

l'entier k pouvant prendre toutes les valeurs = . Ainsi, les 



(*) On supposerait les génératrices prolongées dans les deux sens à partir 
de l'axe, si Ton voulait introduire la considérai ion des modules négatifs. 
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quantités géométriques de même projection r p auront pour formule 
générale 

70. Si Ton élève r p ^ uil à une puissance quelconque m , cette 
puissance aura pour expression 

(r m ) 

et le module r m de cette puissance sera, dans tous les cas, une 
quantité arithmétique déterminée. 
Si l'exposant m est entier, les différentes valeurs de l'argument 

mp ■+■ ^km-K 

différeront entre elles de multiples exacts de Sic . Elles correspon- 
dront donc à des directions dont les projections se confondront; 
de sorte que toutes les valeurs de 

seront des quantités géométriques égales, les points de l'hélicoïde 
qui les représentent étant tous situés sur une même verticale. 

Lorsque, au lieu de l'entier m , on prend pour exposant une frac- 
tion — , m et n étant des entiers premiers entre eux, les restes de 
la division A m par n seront, dans un ordre quelconque, les n 

nombres 

0, 1 , 2, ... , n— l, 

lorsqu'on donnera à k toutes les valeurs possibles. Donc les valeurs 
de l'argument 



seront de la forme 



p 4- 2A n 

n n 



m 2/* 7T a , 

— p-i £- h2*i 



k étant un nombre entier quelconque, positif, nul ou négatif, et 
f* un des n nombres 

0,1,2, ... , n— 1 . 

En faisant abstraction du terme 2 k ic , on voit que les valeurs 
de l'argument correspondent à n directions distinctes, partageant 
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la circonférence de base en n parties égales. Donc les points de 
l'hélicoïde qui représenteront les diverses valeurs de 

m 

se trouveront sur n verticales différentes, distribuées régulièrement 

«» 

sur la surface d'un cylindre de rayon r n , et elles auront n pro- 
jections distinctes, qui diviseront en n parties égales la circonfé- 
lence de base de ce cylindre. 

Donc, tant que l'argument p n'est connu qu'à un multiple de 

«» 

2tc près, la puissance fractionnaire (r p ) n aura n valeurs distinctes, 
de même module, mais d'arguments différents. En d'autres termes, 
l'équation 

*•= (a + ibf 

a n racines distinctes, lorsque m et n sont premiers entre eux, et 
en particulier lorsque m = 1 (*). 



(*) Si m n'est pas premier avec n, remplaçons m et n par >ro f In . 
L'équation deviendra 

,*»_ ( a +it,) Xm . 

Si Ton met (o -f *6) m sous la forme 

(P '*«(? + »*) ' 
on aura, sans ambiguïté, 

v ~ ' w (j+ lfc7 r) 

m et n étant premiers entre eux. n y aura donc n solutions. 
Mais, si Ton écrivait 

l'argument de z serait 

m 2fc 

/C * Ma fc 

le résidu de - — étant susceptible de An valeurs, tandis que celui de 



n An 

n'en avait que n . 
On aura donc n ou An solutions,' suivant que l'on supposera donnée la 

valeur de a -h 16 ou celle de (a + 1'6) * . 
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71. Examinons spécialement le cas de la racine carrée. On voii 

mti que, si ÏÏÂ . = r p ou r p + U9 , onobliendra la 

valeur de la racine carrée de OA , ou la va- 

i 

leur de lr*) m , en construisant une 

moyenne proportionnelle OB entre les lon- 
gueurs 01 et Oà , et portant OB sur la bissec- 
trice <1e Fangle ÀO^ou sur son prolongement 
OB' , suivant que k sera pair ou impair, 

72, Si Ton propose, en particulier, d'extraire la racine carrée 
d'une quantité négative 

on pourra d abord faire abstraction du module, puisque Ton a, en 
rai, 

et qu'ainsi il suffit» dans tous les cas, d'opérer sur 1 , et de mul- 
tiplier le résultat par la valeur arithmétique de la puissance du 
module. 
Or, on a i 

selon que k est pair ou impair, en posant donc, comme nous 
l'avons déjà fait (arL 63), 



la valeur générale de la racine carrée de — 1 = 'iii+tj* 
Donc 

l^=f = ±iVT. 



sera ± i . 



73, Supposons enfin que Ton fasse tendre — vers un nombre 

incommensurable a , Le module de (r y )* tendra vers une limite 

déterminée r* . Mais les n points du cercle, qui déterminent les n 

valeurs de f argument, deviendront infiniment nombreux et infini- 

rapprochés, de sorte qu'il y aura toujours une des valeurs de 
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l'argument qui aura pour limite un angle quelconque choisi arbi- 
trairement. 

Donc si, comme c'est le cas ordinaire, r p n'est donné que par sa 
projection sur le plan, et non par sa position même sur PhéficoTde, 
c'est-à-dire si Ton ne connaît l'argument de r qu'à un multiple 
de 2x près, une puissance incommensurable de r aura bien un 
module déterminé r* , mais l'argument de cette puissance sera 
absolument indéterminé; de sorte que (rj a sera représenté par un 
point quelconque du cercle de rayon r* . En d'autres termes, si l'on 

pose , .,,a 

r x + ty = (a + ib) , 

xety pourront prendre toutes les valeurs pour lesquelles on aura 
a* + y* = ( a î + &i) a . 

On ne pourra donc faire usage de la fonction (r) a , pour a incom- 
mensurable, que lorsqu'on pourra se contenter de connaître les 
limites entre lesquelles cette quantité est renfermée, ce qui arri- 
vera, par exemple, si r est infiniment petit. 

§V. 
Des équations algébriques. 

74. D'après ce que nous avons vu dans le paragraphe précédent, 
une équation binôme, qui, en quantités réelles, pouvait avoir au 
plus deux racines, quelquefois une seule ou même aucune, aura 
maintenant dans tous les cas, par l'introduction des quantités 
géométriques et la généralisation des opérations, autant de racines 
distinctes qu'il y a d'unités dans son degré, quel que soit ce degré. 

On peut conclure de là que toute équation algébrique résoluble 
par radicaux, c'est-à-dire pouvant se ramener à la résolution des 
équations binômes, sera toujours susceptible d'une solution en 
quantités complexes, d'où l'on conclut, par le raisonnement connu, 
qu'elle admettra toujours un nombre de racines égal à son degré. 
Tel est, en particulier, le cas des équations des quatre premiers 
degrés. 

Mais cette propriété s'étend aussi à toute équation algébrique 
d'un degré quelconque. On sait que, pour le démontrer, il suffit 
de faire voir que toute équation algébrique, à coefficients réels ou 
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tes, admet au moins une racine complexe, de la forme r' 1 
ou ar | aj , Nous allons reproduire ici la démonstration de ce 
renie donnée [Kir Legendre, en la présentant à peu près sous 
la même forme qu Argand (art* 12). 






j = a û z m +a 



--• 



un polynôme entier et rationnel de degré m, dont les coefficients 
i., «,, • • * «*» sont des quantités quelconques, réelles ou com- 
plexes. Pour chaque valeur de la variable 

on pourra construire les divers termes du polynôme; en les ajou- 
tant, on obtiendra un polygone, généralement ouvert, et le eôté 
fl p qui fermera ee polygone, sera la valeur du polynôme / (:). 

Nous allons démontrer que, pour une valeur de z convenable- 
ment choisie, le polygone se ferme de lui-même, et que Ton a 
alors R = ou ( (*) = : 0. 

Remarquons d'abord que, pour une valeur infiniment grande du 

module de z t le module du premier terme a„z m f c'est-à-dire 

r m Xmod.a,, finira par surpasser autant que Ton voudra le 

module de la somme des autres termes, et, par suite, l'extrémité 

lu polygone s'éloignera autant que Ton voudra de l'origine. 

Il eet évident, d'un autre côté, que, parmi les positions, fit] 
B infini, que peut prendre : dans toute féteidue du plan, il 

a | me qui donne pour le module H de f(z) une valeur mini- 
mum, et, d'après la remarque précédente, ce module minimum 
ne j fidrcquà une valeur finie du module de : . (I faut 

prouver nitintenant que cette valeur minimum de It ne peut être 
autre qui' séfO. 

Soit, s il est possible, 10 = R p la «leur de /"(:), de module 
fa fi, minimum,c€ module étant différent de zéro, et 

soit : la valeur corres|Hjndanle de ta variable. 

Donnons a : un fr ment infiniment petit 

ri voyons quelle sera la forme de l\u*eroisse- 
1 respondant du polynôme f(z) 
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Le terme a Q z m devient 

a (z + dz) m = a (f + mz m ~ i dz + *dz % ) 9 

a désignant, abstraction faite de sa valeur numérique, une quantité 
qui ne devient pas infinie pour dz = 0. L'accroissement du terme 
en question sera donc 

d.a Q z m = ma Q z m ~ dz + xdz . 

En calculant de même les accroissements des autres termes, et 
faisant la somme, on obtiendra, pour l'accroissement de f(z), une 
expression de la forme 

\ma z mm ~ l + {m— l)a i z" , "~ 2 -h ... +«._ Jdz-t- *dz , 

où le coefficient de dz n'est autre chose que la dérivée de f(z). 
Donc 

d./{z) = f'{z)dz + *dz* . 

Supposons d'abord que f'(z) ne soit pas nul, et soit 
r(*) = H' F - 
La valeur de d.f(z) pourra s'écrire 

d.f(z) = (R» F+f + «(fV. 

expression qui, pour p infiniment petit, différera infiniment peu 
de son premier terme. Donc, en supposant que Ton fasse décrire 
au point z 4- dz un cercle de rayon infiniment petit p autour du 
point z , le module de df(z) différera infiniment peu de R'p , et 
son argument différera infiniment peu de P ' + ? . Donc le point 
w' = f{z+dz) décrira autour de w une courbe infiniment peu 
différente d'un cercle, et dont le rayon vecteur fera, avec le rayon 
vecteur du cercle décrit autour de z , un angle presque constant 
et infiniment peu différent de P'. 

Lors donc que l'on fera parcourir à z -f- dz le cercle complet 
autour de z , la fonction f(z 4- dz) devant, au bout de cette 
révolution, reprendre sa valeur primitive, décrira complètement la 
courbe fermée autour de w , et rencontrera par conséquent le 
rayon vecteur Ou' quelque part entre et w , si l'on a pris p assez 
petit pour avoir K'p < R , ce qui est toujours possible, tant que 
R n'est pas nul. Mais alors, pour la valeur de 9 qui répond à cette 
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rencontre, le module de f(z + dz) est moindre que celui de f(z). 
Donc le module de f(z) n'était pas un minimum, comme on l'avait 
d'abord supposé. 

Nous avons admis, dans celte démonstration, que f'(z) n'était 
pas nul. Si Ton avait f'(z) = , on pousserait le développement 
plus loin, et, en désignant par 

1.2... n ~~ P f 

le coefficient de la puissance la moins élevée de dz qui ne dispa- 
raisse pas, on aurait 

df(z)= ? (J) dz'+xdz"*^ (RV 11 ) -^-*(/> ,,+, ) 

' 1.3... II V ( >+n ? Vr '(n + l)? 

expression qui diffère infiniment peu de son premier terme. On 
verrait de même que si z-\-dz fait le tour de z sur un cercle 
infiniment petit, ou seulement la n ièœ * partie de ce tour, f(z + dz) 
fera le tour complet de w , et Ton en conclura de la même manière 
que le module de f(z) ne peut pas être un minimum, s'il est 
différent de zéro. 

Donc puisque ce minimum existe, et qu'il ne peut pas être 
différent de zéro, il est nécessairement égal à zéro. Donc l'équation 

fi*) = 

a au moins une racine de la forme r ou x + iy , d'où l'on conclut 
ensuite qu'elle en a non-seulement une, mais m, c'est-à-dire 
autant qu'il y a d'unités dans son degré. 

Ce théorème démontré, on peut établir alors dune manière 
générale toutes les propriétés fondamentales des équations algé- 
briques. 
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CHAPITRE IV. 

DES FONCTIONS EXPONENTIELLES ET CIRCULAIRES D*UNB VARIABLE 
COMPLEXE, ET DE LEURS FONCTIONS INVERSES. 

Des exponentielles à exposant complexe. 

77. Deféquation 

i ». 1 = 1 . 

P 1 P+Q 

il résulte que la fonction l jouit de la propriété générale exprimée 
par Féquation fonctionnelle 

(i) ?(p)-?(q) = ?(p ±9) * 

laquelle caractérise, comme on sait, les exponentielles réelles. On 
est donc conduit à rapprocher la fonction 1 des exponentielles. 
Or, si Ton développe en série l'expression 

i = cos p+i&inp . 
il vient 







1 =- 1 + 
p 


ip fi* 

1 2! 


3! 


?- + ... 
41 


que 


l'on 


peut écrire 


aussi sous 


la forme 






1 
p 


-. + 4 


dp)' 

H — — 1 

2! 


HP) 3 ^ 
" 3"! + 





Le second membre de cette égalité n'est autre chose que ce que 
devient le développement de l'exponentielle 

x t X .T* a? 3 ,T 4 

r2) , = i + T + _ + _ + _ r+ ... ) 

lorsqu'on y remplace x par ip . 

Si donc on prend cette série, qui est toujours convergente, pour 
définition de l'exponentielle e* f la même définition, appliquée au 
cas où l'on remplace x par ip , donnera pour résultat 1 . Il sera 
donc naturel de désigner cette quantité 1 par le symbole ê 9 % de 
sorte que l'extension de la définition de l'exponentielle par la série, 
pour le cas de l'exposant imaginaire, s'obtiendra en posant 

f" - l . 
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Cette exponentielle imaginaire ainsi définie satisfaisant, comme 
F exponentielle réelle, à l'équation caractéristique (1), sur laquelle 
est fondé tout le calcul des exponentielles, il s'ensuit de là que le 
calcul des exponentielles imaginaires se fera par les mêmes règles 
que celui des exponentielles réelles. 

Remarquons en particulier les équations suivantes, qui résultent 
de cette définition : 

é* k1zi = cos'lkn + isin-lkn = -+- 1 , 

k étant un nombre entier quelconque; et de même 

(«H- r )i« 

e * = e = + t , 

= e » = e y *' - -t. 



m air* 



78. Si, dans l'équation de définition (2), on remplace x succes- 
sivement par deux quantités quelconques u et v , on prouve réci- 
proquement, par des identités algébriques, qu'il résulte de cette 
définition l'égalité 



» V tt + V 

e . e =s e , 



c est-à-dire que toutes les fois que Ton prend l'équation (2) pour 
définition de l'exponentielle à exposant quelconque, réel, imaginaire 
ou complexe, cette exponentielle satisfait toujours à l'équation 
fonctionnelle (I). 

Donc les règles du calcul des exponentielles, définies par l'équa- 
tion (2), subsisteront, quelle que soit la nature de l'exposant, et 
Ton aura, pour des valeurs quelconques de u et de v , 



» 9 

e . e 


= 


e u+ * 


• 
e 

V 
e 


_ 


e 






(e ) 


=r 


mu 



m étant une quantité réelle quelconque. 

Si Ion remplace m par une quantité complexe quelconque v , 
nous prendrons pour définition de la puissance (e*) 9 1 équation 



(f ) = * = (e ) , 



qui est une extension de la formule établie pour les exposants réels. 
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79. Nous pouvons maintenant remplacer la notation provisoire, 
que nous avions employée jusqu'ici pour représenter les quantités 
géométriques, par une natation plus commode et plus expressive 
On a, d'après ce qu'on vient de voir, 

r = r , I = ré* . 

p p 

C'est sous cette dernière forme que nous représenterons désormais 
les quantités géométriques dont la multiplication et l'élévation aux 
puissances rentreront dès lors complètement dans les règles géné- 
rales de l'algèbre des quantités réelles. 

80. Étudions maintenant les propriétés de la fonction exponen- 
tielle e*, dont l'exposant : est une quantité complexe, de la 
forme x -hiy . 

On a (art. 78) 

e=e = e . e * = e (cosy + isiny) , 

d'où l'on voit que celte expression se présente elle-même sous la 
forme complexe, e £ étant le module, et y l'argument. 

On a, de plus (art. 77), 



t+îknl 



= «* 



Ahiri _ 



= (T . 1 = ( a 



Donc l'exponentielle <? J ne change pas de valeur, lorsqu'on aug- 
mente la variable z d'un multiple quelconque de la quantité in 
naire 2iu; de sorte que, si l'on fait varier z de manière à le faire 
croître de %zi ou d'un multiple de %%% t la fonction e $ reprendra 
sa valeur primitive. On dit pour cette raison que e 1 est une fonction 
périodique de z , dont Vindice de périodicité ou la période est L 2*; , 
,43, Représentons géométriquement cette 

périodicité. Soit z — # + iy un point du 
plan, y étant d'abord supposé positif et 
moindre que 2k. Si Ton mène par ce 
point une parallèle à t'axe des y , et que, 
de part et d'autre de z , on porte sur cette 
parallèle, à la suite les unes des autres, 
des longueurs égales à 2- , on obtiendra 
une suite indéfinie de points 






- * * *- ï » 



m i ' *i 



pour lesquels la fonction e* aura la même valeur. 
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Réciproquement, il est aisé de voir que ces points sont les seuls 
pour lesquels e z ait la valeur considérée. 

Si, de part et d'autre de l'origine , on porte de même sur Taxe 
des y , à la suite les unes des autres, des longueurs égales à 2x, 
et que, par les points de division, on mène des parallèles à Ox, ces 
parallèles partageront le plan en bandes horizontales, de hau- 
teur 2is, et de longueur infinie dans les deux sens, et dont chacune 
comprendra évidemment un des points 



, Z__ g , 2_ j , Z , Z^ , Z^ , ... , 



et un seul. Ces points seront placés de la même manière dans leurs 
bandes respectives, de sorte que deux de ces points viendront 
coïncider l'un avec l'autre, si Ton fait glisser Tune des bandes le 
long de Taxe des y , jusqu'à ce qu'elle vienne s'appliquer sur l'autre. 

Il résulte de là que, dans chacune de ces bandes, la fonction ë 
parcourt la série complète de ses valeurs, et qu'elle y prend chaque 
valeur une seule fois. 

Si l'on fait décrire à z une courbe quelconque dans une des 
bandes, ce qui donnera une certaine série de valeurs de ë , on 
obtiendra la même série de valeurs en faisant décrire à z une 
courbe égale située de la même manière par rapport à une autre 
bande quelconque. 

8t. On verrait absolument de la même manière que la fonction 

est également périodique, sa période étant la quantité réelle 2x . 

On représenterait géométriquement la périodicité comme nous 
venons de le faire, avec cette seule différence, que les bandes, au 
lieu d'être parallèles à l'axe des x , seraient parallèles à l'axe des y. 

§ II. 

Des fondions circulaires. 

82. Des équations 

e p = cosp h- isinp , 



e '= cosp — t si 



sinp 
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on tire 



cosp = 
sinp = 



ip -ip 



ip —ip 

e'—e F 



2» 



Nous prendrons ces équations, établies pour le cas de p réel, 
pour définitions des fonctions cosinus et sinus, dans le cas où Ton 
remplacera p par une variable complexe z . Nous poserons ainsi, 
quel que soit z 



COSZ 


~ 


e" 


+ e 
9, 


i% 


sinz 




il 

e 


— é~ 


-it 



2t 

Si Ton remplace z par x -\- iy , ces valeurs deviendront 

cos (x + iy) = cos#Chy — tsln&Shy , " 

sin (x -h iy) = sin#Chy + tcosj;Shy , 

Chy et Shy représentant les fondions hyperboliques 

t + e~* 
Chy = costy = ^ » 

1 e 9 — r f 

Shy = -T- siniy = ^ ■ 

Ainsi cos z et sin z se ramènent à la forme complexe, lorsque : est 
une quantité complexe. 

83. Les exponentielles e is f e" u dont les fonctions cos z et sin z 
sont formées par addition et soustraction, ayant Tune et l'autre 
pour période 2ît, ces fonctions elles-mêmes auront aussi pour 
période 2x , de sorte que Ton aura, k étant un entier quelconque, 

cos(j-h2À*~) - cos; , 
sin (z + 2£tt) = sin z . 

Si Ton partage le plan en bandes verticales de largeur 9-, les 
deux fonctions cos : et sin : prendront, dans chacune de ces 
bandes, la totalité de leurs valeurs. 

Mais on ne pourra plus dire, comme pour lYxponentielle, que 
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ces fonctions ne prennent la même valeur qu'une seule Ibis dans 
baodt. Considérons, en effet, la fonction 



: = 



ii - li 

e -+ û 



a 



Il est clair qu'elle ne change pas de valeur lorsqu'on remplace 
z par — : , On a donc 

COS{ — 2) = COI 

plus généra lement, 

Co«(— 2 + 2£*) = O0a(i*f 9ft'*) , 

soient les enliers k et k' . De là résulte que coa : reprend 
.m. la même valeur non-seulrinen! 

pour les pointa 



situés dans chaque bande sur une 
même pareille à Ox p mais encore 
pour les points 







— i 



disposes symétriquement aux pre- 

rapport à l'origine 0, et formant une seconde série de 

pointa équidistants, ranges sur une autre parallèle à Q . 

Dor letton coa dans chaque bande» deux fois pnr 

UT, et il est aisé de voir que les deux points d'une 

auxquels répondent deux valeurs égales sont placée 

ut par rapport aux points 



-i 



col sur l'axe des x le milieu de chaque bande. 

Urne on fait décrire à : une courbe quelconque, la série des 

correspondante aux divers pointa de cette courte 

lira non-seulement pour les courbes égales, disposer- de 

îère par rapport aux outres bandes, mais encore pour 

ii par rapport aux poinl 
bandes. 



81. On pourrait disent* rd» même directement la fonction sîn 
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Mais on peut aussi ramener immédiatement sa discussion à celle 
de cos z . En effet, on a 



• K 



d'où 



sinz 



= 4.(;<-» + .-*tî>).- ;,.. 

= COS {Z— £) = COS (~ Z) . 

On aura donc, non-seuiement 

sinz = cos(2 — ^-H-2A-7r) = sin(^H-24ic) , . 



mais encore 
sin 



inz = cos (~; + ^) = sin h^ - (* — f )j = sin ( w— z ) » 

d'où Ton conclura que la fonction sin z prend, dans chaque 
bande, la totalité de ses valeurs, et chaque valeur deux fois dans 
la même bande. 



85. La fonction 

tan» z = 



4 J* „— •* 

sin z le — e 



cosz i J' + f** 



pouvant se mettre sous la forme 



i e —1 



1 e -4-1 

est liée à e* ix par une équation du premier degré, et aura la même 
période que celte exponentielle, c'est-à-dire la période - , de sorte 
qu'on aura, quel que soit rentier k , 
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Si Ton partage le plan en bandes verticales de largeur - , tang z 
prendra dans chaque bande la totalité de ses valeurs, et chaque 
valeur une seule fois. 

86. Ce que nous venons de dire des fonctions circulaires, s'ap- 
pliquerait aux fonctions hyperboliques 

a — x 

nu e ••*" e 

Ch Z = COS t Z = rr , 



1 . . t-c* 

SllZ = -rSin %z = 



i 2 

Tn z = — — tangtz = 



< ■"-«»"— chz ' 

au seul changement près des bandes verticales en bandes horizon- 
tales, et de l'indice de périodicité 2* en 2itt . 

|UI. 

Des logarithmes. 

87. Nous avons vu que la fonction e 1 , dans chacune des bandes 
horizontales de largeur 2x dans lesquelles on divise le plan, prend 
la série complète de ses valeurs, et prend chaque valeur une seule 
fois. 

Réciproquement, étant donnée a priori une valeur quelconque 
de la fonction e* , il est facile de voir que Ton pourra toujours 
assigner à z une valeur qui fasse prendre à e* la valeur donnée, et 
de cette valeur de z on en déduira une infinité d'autres, situées 
chacune dans chaque bande de largeur 2r . 

Posons, en effet, 
(1) e* =. w = tt-t- ii? , 

w = u + iv étant la valeur donnée, et cherchons à déterminer 
pour z une valeur de la forme x-\-iy . En identifiant 

1 X + Jf X. ... 

e = e == e (cosy h- ismy) 



avec tt + iv , il vient 



e x cosy = u , 
e sin y = v , 
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d'où (art. 48, remarque) 



x = log J/t*' -+- v* , 

v 

y =. arc tang — • 

Si Ton observe que les arcs qui ont pour tangente -£- , et dont 
le sinus et le cosinus ont respectivement les signes de v et de u , 
ont une infinité de valeurs, différant entre elles par un multiple 
quelconque de 2z , et que Ton représente par arc tang — Tune 
d'entre elles, la plus petite valeur positive, par exemple, la valeur 
générale de y sera alors 

y = arc tang h *2kn . 

En appelant donc logarithme de w = u + iv la fonction z 
inverse de l'exponentielle, et définie par l'équation (1), on aura 



r 



( w 2) log(t*-hft>) = log Vu 1 -\-v l -f t arc tang h2£irt, 

les fonctions logarithme et arc tangente du second membre étant 
prises dans leur sens arithmétique et restreint, tandis que la fonc- 
tion logarithme du premier membre est prise dans le sens le plus 
général, au point de vue des quantités complexes. 

Lorsqu'il est utile de distinguer par la notation le sens généralisé 
des fonctions de quantités complexes, on le fait, en les entourant, 
à l'exemple de Cauchy, de doubles parenthèses, et en écrivant le 
premier membre de l'équation précédente sous la forme 

log((n + tr)) . 

88. Si la valeur de l'exponentielle e* était donnée sous la forme 
r ou re* 9 , on aurait de même 

(3) " log(rV') = loirr-i ip i Hk-i , 

d'où l'on pourrait déduire immédiatement la formule (2). 

En particulier, si w est une quantité réelle et positive, alors 
p = , r • — r , et l'on a 

log ((/•))• -= lngiM-2ÀMi • 

Ainsi, parmi les valeurs en nombre infini de log((r)), une seule 
est réelle : c'est la valeur arithmétique. 
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Si w est une quantité négative, p = t. , d'où 

log((— r)) = lo&r-*-(2* + l)iri. 

89. D'après cela, les valeurs représentées par les formules (2) 
ou (3) ont toutes même partie réelle, et sont disposées dans chaque 
bande sur une même parallèle à Taxe des y , comme les diverses 
valeurs de z dans la fig. 23 (p. 52). 

On voit que la fonction inverse d'une fonction périodique est 
une fonction multiforme, susceptible, pour chaque valeur de la 
variable, d'une infinité de déterminations, qui diffèrent entre elles 
par des multiples d'un même intervalle constant. 

I IV. 

Fonslims circulaires inverses. 

90. Considérons d'abord la fonction inverse du cosinus, c'est-à- 
dire la valeur de z = arc cos w , déterminée par la formule 

e + e 

cosz =- ~ — = u + %v •-- w . 

2 



On tire de celte équation 
cfoù 



e — iwe -hl = 



e i% = 10 + 1/(10+1) (œ—ï) , 

z = — iugi_w + |/(ip+ i)"(^z:i)] . 

Si l'on pose 

w+l=-p'e y , w — 1 = ^ V* , 

d'où 

Vw*—i =■ f.e i? = #--hi7 . 

la valeur de z prendra la forme 

z -= — - lo# [m + s + i(r-f- /)j , 

et nous avons vu comment cette valeur peut se ramener à la forme 
complexe. 
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Remarquons d'abord que, les angles ?',?" pouvant être rem- 
placés par y' + Vk'n , y"+2fc" t: , <? pourra l'être par 

y 4- (ft'H- * r )ir, ou simplement ? + **, 

& étant un nombre entier quelconque. On a ainsi, pour le radical 

deux valeurs égales et de signe contraire, suivant que k est pair 
ou impair. Donc z est susceptible de deux séries de valeurs, que 
Ton peut représenter par 

s' = ^log((«0+-K«^l)) , 
1 



= — l0g((t£> — Vw*— 1)) . 



Les deux quantités iv 4- Vw x — 1 , w — Vv? — 1 ayant pour pro- 
duit l'unité, leurs logarithmes seront égaux et de signes contraires, 
et il en sera de môme pour les valeurs z', z". 

Donc enfin la valeur générale de z = arccos((u -h iv)) pourra 
se mettre sous la forme (art. 48, rem.) 

arc cos ((!♦-+- i"r)) 

= ±\ arctang- 1 - log|/(ft + *)*+ (r 4- f) 1 ! 4-2** , 

en posant 

p = ^[(tl-hl )■ + ©«] [(!|_i)i + r i] , 

? =— arctang |<a _ ft _ 1 » 

s-t- if = />e . 

On voit que les différentes valeurs de z sont distribuées sur le 
plan, comme l'indique la fig. 24 (p. 55). 
On obtiendrait de même la valeur de 

T. 

arc sm w — -- — an- eus //• . 

91. Passons maintenant à la fonction inverse de la tangente, 

z :— aro rang w , 
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déterminée par la formule 

1 e —\ 

On a, d'après cette équation de définition, 

su 1+ "" 

1 , l+iflp 



- = «T lo £ 



( 2» i — îtt? 

En faisant w ~ re ip , on a, d'après le paragraphe précédent, 

s = arc tang (re*') — -^-r [log(i -+- ire 9 )— log(l— ire ip )] 

1 A 2rcos» j . l-f^rsinp + r* , 
= -7T- arc tang — ; j— + -j- log - — s — r- 5 - -h *» , 

ou, sous une autre forme, 
arc tang (u + iv) 

= -rr-arctang -- 4- â log-^r -4- kir . 

IV. 
Exponentielles et logarithmes à base complexe. 

92. Jusqu'ici nous n'avons considéré que les exponentielles 
relatives à la base e , à laquelle se ramènent immédiatement les 
exponentielles relatives à une base réelle et positive quelconque a , 
puisque Ton a 

a* = e Ël " ê , 

log a désignant le logarithme arithmétique du nombre positif «. 

Voyons ce que donnent les règles de calcul établies jusqu'ici, 
lorsqu'on les applique au cas où a est remplacé par un nombre 
complexe de la forme a -h i b , que nous pouvons toujours ramener 
(§ 111) à la forme 

On a alors 

(a + tb) = \e r ) = <? rw Xi 
quantité qui se ramène encore à la forme complexe. 
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Si la base est donnée sous la forme a + ib 9 son argument p 
n étant connu qu'à un multiple de 2- près, la valeur générale de 
l'exponentielle sera en réalité 

Ici le module, comme l'argument, dépend de k , et l'un et l'autre 
sont susceptibles d'une infinité de valeurs, correspondantes à la 
fois à des distances et à des directions différentes. 

Pour j/ = 0, l'exposant étant réel, le module de l'exponentielle 
est déterminé; l'argument seul a une infinité de valeurs, tant que x 
n'a pas une valeur rationnelle. Dans ce cas l'exponentielle, comme 
nous l'avons déjà vu dans l'article 73, sera représentée par un point 
quelconque d'un cercle de rayon e x . 

Pour x = , l'exposant étant imaginaire, l'argument sera déter- 
miné; mais le module aura une infinité de valeurs en progression 
arithmétique, correspondante à des points en ligne droite. 

Dans le cas général, on voit, en faisant varier k , que, pour des 
arguments croissant en progression arithmétique, on a des modules 
ou rayons vecteurs croissant en progression géométrique. Donc 
tous les points obtenus en donnant à k différentes valeurs sont 
situés sur une môme spirale logarithmique, et les rayons vecteurs 
de deux points consécutifs font entre eux un angle constant (*). 

On a donc ici affaire à une fonction multiforme, comme les 
logarithmes ou les arcs de cercle. Comme les points qui représen- 
tent les diverses valeurs sont séparés les uns des autres par des 
intervalles finis (sauf pour les valeurs infinies de k pour lesquelles 
ces points tendent vers l'origine, point asymptotique de la spirale), 
on pourra les séparer les uns des autres de manière à choisir celui 
qui convient à la question. Donc la fonction 

dans le cas où y n'est pas nul, remplit les conditions nécessaires 
pour être admise en analyse. 

93. Nous supposons ici l'exposant x + iy complètement déter- 
miné. Si Ton se contentait, comme on peut le faire dans le cas 

f) J. Warren, On the yeometrical représentation o( the powers, etc.. art. 42 
H Ml. [Philo». Transarl., 1829.; 
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d'une base réelle et positive, de donner l'exposant à un multiple de 
2-i près, l'exponentielle deviendrait alors, en remplaçant y par 
y + 2A* , 

>s-(f*+2*7r)(f -1-8*71) <[(f*4-2*7r)*4-X(y+*7r)] 

Les points qui représentent les valeurs de cette fonction sont alors 
distribués sur une infinité de spirales logarithmiques. Mais pour 
des distances de l'origine, finies et différentes de zéro, les points 
seraient encore séparés par des intervalles finis, et la fonction 
admissible. 

94. Pour que la fonction 

(a -+- tb) = e r> 

reprenne la même valeur, lorsqu'on changera z en z + g , il faut 
et il suffit que l'exposant de e croisse d'un multiple de 2*i , c'est- 
à-dire que l'on ait, n étant entier 

(X-+-t>)# = 2n7rt > 

_ 9flirt _ 2l»ir(f£ + f'X) 

9 ~~ X + i> XMV ' 

Donc la fonction (a -h ib) Â est périodique comme dans le cas 
d'une base réelle, et sa période est la quantité complexe 

2ir(ft-+-|X) 
X* + f* 1 

Mais il faut remarquer que ^ étant susceptible d'une infinité de 
valeurs de la forme p + 2fc* , la période n'est plus la même en 
passant d'une valeur à l'autre. Elle tend vers zéro pour k = ± oc . 
Cest ce qu'éclaircira encore l'article suivant. 

95. Proposons-nous maintenant le problème inverse : trouver 

la fonction 

z — log w , 

déterminée par l'équation 

(a+l6) f = 10- = tl-rtf, 

ou, en exprimant a + i b et u + iv au moyen de leurs logarithmes, 
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On en conclut, en identifiant les exposants, 
(i) l.r — fpi-f 5tftr)f = s, 

En éliminant k entre ces deux équations, on en tire 
{3) }(.r'+ »/*) — *tf — (l + 2*n)j = 0, 

Les points satisfaisant il la question sont situés à l'intersection 
des droites représentées par r équation (1) avec les cercles repré- 
sentés par 1 équation (3), Toutes les droites (1), ainsi que tous les 
cercles (3), rencontrent Taxe des x au point À > dont l'abscisse est 
x = -?- , et tous les cercles passent par l'origine. 

Les droites (1) rencontrent une parallèle aux x en une série de 
points équidistants. Les centres des cercles (3) forment une autre 
série de points équidistants. 

Pour k = rt &> , les points situés sur chaque cercle (3) conver- 
gent vers le point . 

Si Ton cherche le lieu des points pour lesquels la différence 
h — k = g des indices est constante, on trouve» en éliminant k 
entre les équations (1) et (2) T après y avoir remplacé h par k 4 

/{.tf' + y') — {*-*- 1)*— (r — p + 2jir)y-K s = , 

équation d'une série de cercles passant au point A et au point de 

Taxe des x dont l'abscisse s= i , les centres étant distribués à 

intervalles égaux sur la droite a? = -i~OÀ + -i- . 

Les deux systèmes de cercles 
dont les intersections déterminent 
les points : , partagent le plan en 
quadrilatères curvilignes tels que 
ahdc , dont les points : Dorment 
les sommets. 

Il est aisé de voir que, sur cha- 
que droite (1), pour k constant, 
les poinU : sont distribués à des 
dtstmeee égales, ce qui corres- 
pond â la période de la fonction 
(a -h ihf dont il a été question 

dans l'article précèdent: Cet intervalle change d'une droite à l'autre. 
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TROISIÈME PARTIE. 

Théorie des fonctions multiformes. 



CHAPITRE I". 

TRANSFORMATION D'UNE FONCTION MULTIFORME EN FONCTION UNIFORME 
AU MOYEN DES SURFACES DB RIEMANN. 



1 I" 

Introduction. 

242. Considérons deux variables w, z, liées entre elles par 
une relation telle que w soit une fonction uniforme de z, comme 
cela a lieu, par exemple, pour la relation 



La fonction w prendra la même valeur pour z = + c et pour 
z = — c. Si donc on fait décrire par le point z une courbe 
allant du point -h c au point — c, le point qui représente w 
(sur le même plan ou, mieux, sur un plan différent) décrira 
une courbe fermée, partant du point c* et revenant au même 
point. 

Si Ton imagine que la courbe tracée par z soit symétrique 
par rapport à Forigine, alors, pendant que z ira de — c en + c 
en passant par 0, w ira de c* en 0, et reviendra de en c*par 
le même chemin. On voit donc* en considérant la corrélation 
qui existe entre les points du plan des z et ceux du plan des te, 
qu'à chacun de ceux-ci correspondent deux points z, placés 

u 
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symétriquement par rapport à l'origine. Si donc on considère z 
comme une fonction de w, représentée par la notation 

cotte fonction aura, pour chaque valeur de u», deux détermi- 
nations; en d'autres termes, z sera une fonction biforme de w. 
Cependant la valeur de z, correspondante à une valeur don- 
née de w, serait déterminée complètement et sans ambiguïté, 
si l'on ajoutait à la connaissance de la valeur de w l'indication 
de celui des deux côtés de Taxe des x, où doit se trouver située 
la valeur de z. 

243. Supposons maintenant que z décrive dans son plan une 
parallèle à Taxe des #, 

y = h. 
Alors on aura 

w = m + iv = se 1 — h* + îihx , 
d'où 

u = x* — A*, r = 2Aop, 

et par suite, en éliminant x, 

(4) v*=lh\u *• A»; . 

Donc w décrira une parabole ayant pour sommet- le point 
( — A 2 ,0), et pour axe l'axe des x. 

Comme à chaque valeur de w correspond au moins une 
valeur de z, il s'ensuit de là que, si Ton donne à z toutes les 
valeurs possibles, w recevra aussi toutes les valeurs possibles, 
et que l'ensemble des valeurs de w couvrira le plan des w tout 
entier. Or c'est ce qui a lieu lorsqu'on fait mouvoir z tout le 
long de la droite y = A, et que l'on donne ensuite à h toutes 
les valeurs depuis — oo jusqu'à +oo. Donc les paraboles 
représentées par l'équation (1) couvrent le plan des w tout 
entier, comme on pourrait le vérifier en remarquant que l'équa- 
tion (1), résolue par rapport à A, admet toujours des racines 
réelles. 

244. Imaginons que le plan des z soit une sorte de tissu, 
résultant de la juxtaposition de toutes les droites y=h, consi- 
dérées comme des fils rigides. On pourra considérer le plan 
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des w comme un tissu dont les fils constituants seront les 
diverses paraboles représentées par l'équation (1). 

l'équation d'une de ces paraboles ne changeant pas lorsqu'on 
y remplace +h par — /i, on voit qu'à chaque fil parabolique 
du plan des w correspondent deux fils rectilignes du plan des :, 
et que, si z décrit successivement tous les fils qui répondent 
aux diverses valeurs de h depuis — x jusqu'à H- oc , chaque 
parabole du plan des w sera décrite deux fois par la variable w. 
Maintenant, au lieu de confondre ensemble les deux para- 
boles correspondantes aux droites y = ~\- h et y — — // de la 
région supérieure et de la région inférieure du plan des :, 
supposons que nous les placions simplement Tune au-dessus 
de l'autre, en les laissant distinctes. Le plan des w tout entier 
sera décrit une première fois lorsque h variera de à H- oc ; 
il sera décrit une seconde fois lorsque h variera de à — oc . 
Ce plan sera donc ainsi formé de deux couches superposées, et 
suivant que l'on prendra te; sur l'une ou sur l'autre de ces deux 
couches, on saura par là mémo si la valeur correspondante 
de z est située au-dessus ou au-dessous de l'axe des x. L'indi-' 
cation de celle des deux couches à laquelle appartient un 
point w dont on donne les coordonnées w, v, équivaut ainsi à 
l'indication dont nous avons montré la nécessité à la fin de 

Tart.242. 

Si donc on considère le point w comme mobile sur les deux 
couches ou nappes du plan des w, à chaque position de w cor- 
respondra une position unique et déterminée de z, c'est-à-dire 
que z deviendra une fonction uniforme de w, aussi bien que w 
«t une fonction uniforme de z. 

Î45. Pourfe = 0, la parabole (1) se change dans la partie 
jwàwe de Taxe des x, qui va de à -1- oc . Cette partie est 
commune aux deux nappes du plan des w, qui viennent se 
souder ensemble suivant cette ligne 

w = u = .r*, 

et à chaque valeur positive de u répondent deux valeurs réelles 
de:, 

z = x=±Vu. 
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Pour m = 0, ces deux valeurs se confondent, et la fonction 
z = [/w cesse en ce point d'être biforme. 

Si Ton conçoit que w parte de en s'avançant d'un mouve- 
ment continu, le mouvement pourra avoir lieu sur Tune ou 
l'autre des deux nappes, les composantes rectangulaires u et v 
ayant les mêmes suites de valeurs dans les deux cas. Mais, 
suivant que le mouvement de w se fera sur la nappe supérieure 
ou sur la nappe inférieure, le z correspondant se mouvra 
au-dessus ou au-dessous de Taxe des x. 

Si donc on suppose w partant d'un point w t de la nappe 
supérieure, arrivant en 0, puis s'éloignant de nouveau par un 
chemin situé sur la nappe inférieure, exactement au-dessous 
du premier; à la courbe unique (en apparence) décrite paru» 
correspondront deux courbes distinctes décrites par z; de sorte 
que le chemin de z à partir de se divisera en deux branches, 
correspondantes aux deux nappes du plan des w. On appelle, 
pour cette raison, le point ir. un point de ramification ( ! ) 
de la fonction 

5 = 1/7. 

iili. Lorsque z dans son mouvement traversera Taxe des x 
de dessous eu dessus, par exemple, h devenant nul, w traver- 
sera la partie positive de l'axe des u, et passera de la nappe 
inférieure à la nappe supérieure. Cette ligne Ou, que doit tra- 
verser le point */• pour passer d'une nappe à l'autre, est dite, 
pour cette raison, une ligne de passage ( 2 ) du plan double 
des w. 

*1M. Si w fait une fois le tour du point de ramification 0, il 
rencontrera au moins une fois la ligne de passage. Si Ton pose 



alors on aura 



i i 



z = f r* 



Lorsque ir fait le tour de 0, nous supposons l'argument f 
variant d'une manière continue», aussi bien que le module c. Il 



(') \'erztreiyuwjsi>iuu'l (Iîœm.vnx-. 

(*) l : eberyanyslhi *V , \ 'erzireigunyaach n itt. 
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faudra donc que, le tour achevé, lorsque les coordonnées t/, v 
de w auront repris leurs valeurs primitives, 9 ait varié de "lz. 
Alors l'argument \z de z aura varié de t:, et par suite : aura 
repris la même valeur, mais avec un signe contraire. Puisque : 
aura ainsi changé de détermination, il faudra que w ait changé 
de nappe; et comme ce changement doit se faire d'une manière 
continue, il aura lieu en un des points où les deux nappes se 
rejoignent, c'est-à-dire sur la ligne de passage. 

Donc si Ton suppose que, dans le mouvement continu de la 
variable te, l'argument de cette variable varie, lui aussi, d'une 
manière continue, la variable devra changer de nappe chaque 
fois qu'elle fera le tour complet du point de ramification. Si 
elle fait w fois le tour de ce point, elle changera n fois de nappe, 
et reviendra ou non à la nappe primitive, suivant que n sera 
pair ou impair. 

248. Si, au lieu de prendre pour fils générateurs du plan 
des z des parallèles à Taxe des .r, nous avions pris des parallèles 
à l'axe des y, la ligne de passage aurait été la partie positive 
de l'axe des y. 

Généralement, si l'on avait pris pour lils générateurs du plan 
des z une autre série quelconque de courbes couvrant complè- 
tement ce plan, on aurait eu d'autres (ormes pour les généra- 
trices du double plan des w, et une autre forme pour la ligne 
de passage. 

Cette dernière forme peut être choisie 1 arbitrairement,, en 
déterminant convenablement la forme des génératrices du plan 
des:. Si Ton veut, par exemple, que 

r = f(U) 

soit Téquatioii de la ligne de passage, soil 

y = ?(•'-) 

1 équation de la courbe correspondante du plan des : ; on pourra 
représenter par 

// = ?0*0 + *zO r ) 

• équation générale des génératrices du plan des 2. Lorsque 
»°n fait varier h d'une valeur négative à une valeur positive, 

2 passe de l'une à l'autre des deux régions dans lesquelles la 
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ligne y — 'f(x) partage le plan des z. Si donc y = j(x) est la 
courbe qui correspond à v = f(u), le w correspondant à x 
rencontrera alors la ligne de passage, et passera de la nappe 
qui répond à la première région du plan à celle qui répond à la 
seconde. 
Or on a 

h = j;* — y% v = txy. 

Donc 

.r» - y* = f(try) 

sera l'équation de la ligne du plan de^ :, symétrique par rapport 
à l'origine, et qui sépare les deux régions du plan des z corres- 
pondantes aux deux nappes du plan double des w, et 

r = fW + *z ( /\n + \VVTï*} 

sera l'équation de la génératrice de ce double plan. 

Par cet exemple particulier, on voit de quelle manière on 
peut être conduit par l'étude d'une fonction multiforme à la 
conception du plan multiple comme champ de variation de la 
variable indépendante. Nous allons voir, dans le § suivant. 
comment on peut généraliser cette conception, et la rendre 
applicable à la transformation d'une fonction multiforme algé- 
brique quelconque en fonction uniforme. 

§ 11. 

Dr? fonction* multiformes en yënéral. 

-l'iSS. Nous avons vu, dans la Deuxième Partie (art. 150), divers 
exemples de fonctions multiformes, telles que les racines de 
degré quelconque d'une fonction rationnelle de la variable 
indépendante, et plus généralement les fonctions liées à la 
variable par des équations algébriques de degré supérieur au 
premier par rapport à ves fonctions; ou telles encore que les 
logarithmes, les arcs de cercle, et en général les fonctions 
inverses des fondions périodiques. 

Dans l'exemple traité au S précédent, nous avons remarqué 
l'importance d'un certain point, celui pour lequel deux déter- 
minations de la fonction (ou de sa valeur inverse) deviennent 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 215 

égales entre elles, et nous avons donné à ce point le nom de 
pp*+ii de ramification. Nous allons reprendre l'étude des points 
de cette nature à un point de vue plus général. 

250. Si Ton considère la fonction 



w = b -f- Vz — a , 

w b admet, pour chaque valeur de z, deux valeurs égales el 

de signe contraire; en sorte que, si z décrit une courbe quel- 
conque sur le plan des z, les deux valeurs de w décriront sur 
lé plan des w deux branches de courbe symétriques Tune de 
l'autre par rapport au point b. 

Lorsqu'on fait passer z par le point a, les deux valeurs de w 
deviennent égales, et quelle que soit la courbe par laquelle : 
arrive en a, les deux branches de courbe décrites par w se 
rejoindront toujours au point b. Si Ton fait partir z du point a, 
te chemin décrit par w se ramifiera donc en deux branches 
partant du point b. 

C'est pour cette raison que le point a, auquel correspond 
une ramification du chemin décrit par la fonction w y s'appelle 
un point de ramification de cette fonction. 

251. Soit encore la fonction 

w = log(s— a) . 

Pour chaque valeur de z, cette fonction admet une infinité de 
valeurs différentes. Pour z = a, toutes ces valeurs deviennent 
infinies. Si on les représente par les points d'une sphère 
(art. 173 et suiv.), elles viendront toutes se réunir au pôle 
inférieur 0', qui répond à w = 00 . Donc ce pôle est le point 
^ e jonction de toutes les branches, en nombre infini, du che- 
min parcouru par w, lorsque z décrit une courbe partant du 
P°int a. Donc le point a est un point de ramification de la 
fonction log (s— a). 

Ici ce point a est à la fois un point de ramification et un 
^ûni (de première espèce). 

$52. Les points de discontinuité et les points de ramification 
s appellent d'un nom commun points critiques ou points singu- 
lier* de la fonction. 



Lorsqu'à un point de ramification correspond l égalité du ï. 
de 3, ..., de u déterminations de la fonction, nous dirons, pour 
abréger, que ce poini est iw point double, iripte 2 ... t n-ttpt* ,ii 
la fonction, tandis que tout autre point sera dit un poini 

253« Parmi les fonctions multiformes, il linii compter les 
intégrales des fonctions uniformes, prises le long dn contour 
d une aire qui renferme des infinis de la fonction. 

Suit, ni effet, e \\\\ infini «le la fonction w contenu 

] iurr 3, et supposons la fonction unilonno H continue m 
tout autre point de celle aire. On sait qu'en faisant le tour 
complet de Paire, on a, pour valeur de l'intégrale de ta fonc- 
tion w, 

t f 

Jtt f fz =^ i -tvtlz — %~if tv , 

Si Ton fait 2, S, ..., u fois le tour complet, la valeur préd 
dente sera multipliée par 2, par ;!, „., par «* 
Si Pon considère maintenant P intégrale prise sur ce contou 
fîi.38. depuis le point A f — z t ) (fijf* 38) jusqu'at 

I point lt (— t), I" intégrale 

J z, 

'accroîtra de 

chaque fois que Ton ajoutera au chen 
ÀCB. dans le sons direct, un tour complet «jui ramène 
point IL Ainsi 

/(ÀCBDÀCBj ^/(ACB) * A' , 

Si Ton fait h foia le tour de c m étant pris positivement 
négativement, suivant que fou tourne dans le sens direct ou 
dans le sens rétrograde par rappurl à faire), f intégrale devien- 
dra égale à 
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Ce» * ce qui a lieu pour la fonction 

r* dz , z — c 

Jz% Z — C * t 

que ious considérions tout à l'heure. On a ici 



^cZ — C 

Donc ^ si le chemin qui mène de z en z fait n fois le tour de r, 
pour revenir au point de départ z = z„, on aura 

logT ;= n.ini . 

z * — c 

25^5-. Dans ce cas, les infinis de liraérivée w deviennent des 
points de ramification de l'intégrale fwdz = F(z). 
ft voit que la fonction F(z), lorsque c'est un infini de la 

dérivée F' (2), ne croit de 2tzi .£ w que si l'argument de z— c 
a cri* <j e $z. Ainsi F(z) passe d'une détermination à une autre, 
lors(|x*e z fait une révolution entière autour du point de rami- 
fication. 

T&ïit qu'il s'est agi de fonctions uniformes, nous avons pu 
confondre ensemble, sur le plan des 2, les valeurs de 2 corres- 
pondantes à des arguments qui différaient entre eux d'un mut- 
fîpte quelconque de 2*. Mais, pour les fonctions multiformes., 
" importe de distinguer ces valeurs les unes des autres, si Ton 
veut avoir une représentation géométrique complète de |i 
m *rche de la fonction. I 

255. Imaginons que le point de ramification c soit pris pour 
' e Pied de l'axe vertical d'un hélicoïde gauche, ayant pour 
génératrice le rayon vecteur du point 2, et pour directrice une 
hélice d'un pas infiniment petit (art. 69). Les points 2 de même 
module, et dont les arguments diffèrent d'un multiple de 2i:, 
se Projetteront suivant une mémo verticale, et correspondront 
à des valeurs égales de la quantité complexe z = x + iy. Mais 

les valeurs de / wdz, correspondantes à ces divers points 2, 
Géreront toutes entre elles de multiples de 2irf.£ w, de sorte 
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qu'à i:Jtai|Lu* point de rhélicoïde se rappor 



tera une seule valet 



de l'intégrale F(z). 

Si donc on prend pour champ de variation de :, non plus un 
plan simple « mate un hélieoïdc, que l'un peut regarder 
comme un plan composé d'une infinité de nappes superposées, 
la fonction F(z) du z de rhélicoïde sera une (onction uniforme, 
tandis que celle du % projeté sur le plan horizontal, ou de la 
quantité complexe x-\- iy, était multiforme, 

256. Un peut connaître la marche de la variable % sur rhéli- 
coïde, ries «pie l'on connaît la marche de sa projection m -H t| 
sur le plan horizontal. Il est clair, en effet, que : ne peut, pass 
d'une nappe à une autre, par un mouvement continu sur 
rhélicoïde, sans faire une ùu plusieurs fois le tour de Taxe, 
par suite, sans que la projection *?• -f- iy fasse le même nombre 
de fois le tour du point de ramification c. 

Donc, lorsque le point x-\-ïy va de ta position s 9 -\-iy à la 
position x -\- ig par des chemins différents, la fonction prendra 
des valeurs identiques ou différentes, suivant que x-\-iy aura 
lait le même nombre ou ries nombres différents de révolutions, 
dans le même sens, autour du point de ramification. 

Si fa variable «+t| va de A ( = x + iy 9 ) {fig. 

pï b . 3g 1>( = x H- iti) par deux chemins différent- 

ACD, ADB, qui comprennent entre eux ni 
point de ramification 0, on aura 

I d'où 

/(ACB) =/(ADB) + tni . £ te , 

Si % : iy revienl au même point & ê ~Mft du plan par un 
chemin qui fasse plusieurs fois le tour de c dans divers sens. 
F(z) reprendra sa valeur primitive F{^), si le point z\ de rhéli- 
coïde auquel : s'arrête, et qui a la même projection que : t 
coïneide avec z ft 

ImuginnmTqu un uhservateur, partant du point s,, ait atlaeJi 
m œ point rextréniilé d'un fll, qu'il entraîne avec lui, m 
dévidant a mesure qu il s'avance. Si le point z\, auquel il s'ar- 
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rête, coïncide avec : , l'observateur pourra, quelque chemin 
qu'il ait suivi, retirer à lui le fil tout entier, sans que la résis- 
tance de Taxe y fasse obstacle. 11 en serait de même d'un fil 
qui serait la projection du premier sur le plan horizontal, et 
que l'observateur, revenu en x + iy , pourrait retirer à lui 
sans le faire toucher à la verticale élevée au point c. 

Si, au contraire, z\ est différent de z , le fil sera arrêté par 
l'axe, qu'il entoure une ou plusieurs fois, et ne pourra se 
retirer entièrement. Dans ce cas, la projection du fil est arrêtée 
par la résistance de la verticale du point c. C'est ce qui aura 
lieu si la projection x+ iy de z a tourné plus de fois dans un 
sens que dans l'autre autour du point c. 

257. Les mêmes considérations peuvent s'appliquer à la 

fonction n- forme (z — c)\ En introduisant les coordonnées 
polaires, et posant 

z-c = re ip , 

i 

les valeurs de z qui donnent pour (z — c) n des déterminations 
distinctes se présentent elles-mêmes sous des formes distinctes, 
les arguments de z — c différant entre eux de multiples de 2x. 
On représentera géométriquement cette diversité en faisant 
mouvoir, comme précédemment, la variable z sur un hélicoïde 
ayant pour axe la verticale du point c. Alors, tandis que p varie 

d'une manière continue de — oc à + oc , w -- (z — c) n parcourra 
d'une manière continue la série entière des valeurs correspon- 
dantes. Si l'on fait croître p de 2t:, z passera d'une nappe de 
Fhélicoïde à la suivante, et les valeurs différentes que prend iv 
répondront à des positions distinctes de z. 

258. Remarquons que, dans ce dernier exemple, la fonction 

w = (z — c) n n'est plus, comme la fonction logarithmique et 
les intégrales analogues, susceptible d'une infinité de valeurs, 
mais seulement de n valeurs différentes, et qu'elle est, de plus, 
périodique comme z par rapport à l'argument />, la période 
étant ici 2nr. Ainsi la fonction v\ prend toutes les valeurs dont 
elle est susceptible, lorsqu'on fait varier z dans l'étendue de 
n nappes consécutives de l'bélicoïde, la même série de valeurs 



MO THÉORIE ÉLÉMENTAIRE 

se reproduisant dans chaque ensemble de u nappes. On peut 
donc réduire rhélicoïde à n nappes consécutives, en le coupant, 
à partir de Taxe, par deux sections S f , S*, tracées Tune sur la 
première nappe, l'autre sur la n 1 *" 6 , et ayant toutes deux pour 
projection commune une ligne quelconque tracée sur lé plan 
horizontal, à partir du point c. 

Il faut seulement observer que, sur l'hélicoïde indéfini, la 
variable, arrivée au bout de la n ièB,e nappe, et poursuivant son 
mouvement, passait sur la (n 4- l) ièB,e nappe, où elle redonnait 
à la fonction la même série de valeurs qu'aux points corres- 
pondants de la première nappe. Donc, pour conserver la 
continuité de la variation de z dans le passage de la n 1 *" 6 déter- 
mination de w à la première, qui est la même que la (n + 1 )*•% 
il faut que Ton puisse faire repasser, par un mouvement 
continu, la variable z de la n*"" nappe sur la première, laquelle, 
après la réduction de rhélicoïde à n de ses nappes, se trouve 
alors remplacer la première. 

359. Imaginons, pour cela, une série de tubes de commu- 
nication, infiniment minces et infiniment rapprochés, unissant 
deux à deux les points des sections S n S n qui sont sur la même 
verticale, et traversant les nappes intermédiaires, sans permet- 
tre avec elles aucune communication; absolument comme des 
fils conducteurs, revêtus d'une substance isolante, transmet- 
tent l'électricité à travers un milieu, sans qu'elle puisse se 
répandre dans ce milieu. Supposons que la variable z, arrivée 
en un point de S n , continue sa marche suivant un de ces tubes, 
qui la ramène au point correspondant de S,. 11 est clair qu'une 
surface ainsi constituée pourra remplacer complètement 

rhélicoïde indéfini, dans l'étude de la fonction à n détermina- 

i 

tions (z — c)\ 

Si Ton suppose le pas de l'hélice directrice infiniment petit, 
la surface se réduira à un plan multiple, composé de n nappes 
superposées, qui communiquent entre elles par le seul point c, 
et dont la n 1 *" 6 et la première se rejoignent à travers toutes les 
autres, suivant une ligne que nous appellerons ligne de passage, 
de sorte que la première nappe forme le prolongement de 
la n*™. 
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D'après Q6 que noms avons «lit. ;i f endroit où la jonction 
i-tj Ere les deux nappes extrêmes coupe les nappes intermédiai- 

- t il ne s'établit avec celles-ci aucune espèce de communi- 
cation pir laquelle la variable puis *er d'une des nappes 
extrôrn sue des intermédiaires, Les ehoMi M passent 
comme si toutes 1rs n; tient formées de (ils conducteurs 
nue matière isolante, e( se « misant avec la série des 
'ils de la ft** nappe qui se continuent <u\ la la pre- 
mière An; w la variable fait n fois le Uni- de c pour 
revenir à son point de départ, il faut se représenter sa marche 
comme celle â*liB courant électrique fermé, parcourant un fil 
isolé, r| 1 1 j serai! étendu sur la portion cThélicoîde, qui circule- 
rait si: t( sur tes diverses nappes, puis qttf, arrivé à 
I** fin de la n lime nappe, reviendrait verticalement se ressouder 
m extrémité initiale. La portion dïiélieoïde est formée 
tout entière d f un tissu de fil* analogues, qui se continuent en 
passant de la »■*■■ nappe but la première, soil qu'ils reviennent 
a ux mêmes points de celle-ci (auquel cas ils forment des cour* 
fermées), soit qu'ils aboutissent à «les points différents, 
*• W3 OOUrbe qui renferme le point c dans son intérieur ne peut 
Mre fermée qu après avoir parcouru les n nappes «le fhélieoïde, 

stà-dîre après que sa projection a fait autour de c un nom- 
bre de tours multiple de n. 

Nous supposerons que fhélieoïde a pour directrice une hélice 

I *<trorsum, d'où il suit que le point z montera sur Thélieoïde, 
fa/*Cfue sa projection tournera autour de c dans le sens des 
an K"les croissants, c'est-à-dire de la droite vers la gauche pour 
wn observateur placé flans l'axe. 



! CO. Concevons que, pour fhire mi p.. à la surface ver- 

I,Cr Oc, formée par les tubes de enmtniinieatmn entre la n im * 
' M I>|*eet la première, «m ait pratiqué dans toutes les nappes 
11,1 « ^rmédialres une sorte de tranchée, ihmi 1rs deux bords 
,u *^*>muruqucut par le^ tîts générateurs de ces nappes, faisant 
°1*V<jo t \r pouls. 

* *our un observateur placé dans t'axe de fhélicoïde et regar- 

*t dans la direction de celte tranchée, la coupe de la figure. 

t« suivant un plan perpendiculaire au rayon visuel, préseu- 

ect de la fig. 39, en supposant, pour fixer les idées, 

* l * nombre des nappes égal a 3. 



î& 



THÉORIE IU AlKNTÀÏIir 



In point partant de a sur la section s t . et marchant ver 
gauche suivant ah. parvient, après avoir %it"le lourde Taxe, 



Flg &«, 



k la partie ctl où la première nappé vient se terminer à 
tranchée; il passe le pont de <|ui le conduit sur la seomde 
nappe. En parcourant e/jrft, il revient à la tranchée, qu'il tra- 
verse sur le pont Ai pour passer sur la troisième nappe ijki 
Arrivé au bout de la troisième nappe, en t. il redescend, par 
le pont vertical la, sur la première nappe. 

KH, Au lieu de laiaaer les divers ponte intermédiaires 
de, ht horizontaux, rien n'empêche d'aplatir chaque nappe, 
sans changer la section initiale. île manière que toutes les 
nappes deviennent des plans parallèles Alors tous les ponts 
tndront inclinés, el la coupe de la tranchée prendra f 1 as- 
pect indiqué par la (iy. êKL 
Mn eni conduit, de cette manière, au plan multiple ou surface 
rii,*>. de Fthmann. La continuité 

entre ies d; 

feuilles de ee plan est établie 
par la ligne de pass&f 
dans le cas actuel, met 
communication la \** feuille 
•rec b Jfc, h 2' née h :¥, et la 3* avec la i T \ 

ttiipte a été appelé par Rieutann irîitiimjf/toc 
• ♦ respûod a j*en près iï l'idée 

vis. Le point r, pied de Taxe de 
fliélM^di-. a» n^u l WindungspHmct (point de gyrati»; 
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K3 



— t le point de ramification de la fonction (* — e) n f pour 
I i lelfe a été construite la surface de Riernaim. 

rîtiS. Remarque importante. Pour bien comprendre cette 
éorie, il iniit d'abord bien se pénétrer de De que Fou entend 
-qu'un dit que les valeurs d'une fonction w = f(~) sont 
i^êrihuees sur le plan, simple mi multiple, des 

O'après ce que nous venons de voir, tout point de la su 
«s % est déterminé, sans ambiguïté, soit directement par ses 
polaires, soit» dans le cas du plan multiple, par 
■ •ordonnées rectangulaires, jointes à l'indication du che- 
in qu'a suivi la variable pour aller d f un point connu s, 
>int *. À chaque point ainsi fixe s'attache une détermination 
b 2 a faïde de deux nombres qui sont oorotne la cote d 
i it. 

i chaque détermination numérique complète de ;, c'est- 
iire à chaque détermination suffisante pour fixer le point z 
sur la surface relative à la fonction donnée w s= f(z)^ eorres- 
voiul, par la manière dont cette surface a été construite, une 
détermination unique et certaine de w. Inscrirons cette 
imitation à Côté de celle de :-„ comme une seconde cote du 
il ;. 
i bien entendu, il est clair d'abord que rien ne sera 
'■ dans ce qui constitue essentiellement la représentation 
de Ih fonction t#, si Ton fait subir à la surface des s une 
déformation quelconque par simple flexion, sans altération des 
longueurs des lignes tracées sur la surface, ni des angles 
ïu'êlfea font entre elles. Car on n altère ainsi ni la continuité 
valeurs de si qui se présentent lorsqu'on suit un chemin 
Mr "' interrompu sur la surface, ni par suite la continuité des 
espondantes de w, qui suivent forcement les 
^ui's de z auxquelles elles sont invariablement attachai 
'V exemple, on n'altérera &n rien la représentation 
déplaçant la ligne d'entre-croisement des nappes, c'est-à-dire 
80 Ruinant ù la ligne de passage, qui va à l'infini, la forme 
ottne courbe quelconque. On ne l'altérera pas non pin 
ut pénétrer les nappes les unes à travers les autres comme 
i. c'est-à-dire en introduisant de nouvelles lignes de 
• dont on pourra toujours faire abstraction si, malgré 
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la déformation, on conserve toujours à chaque portion de 
nappe le numéro d'ordre qu'elle portait primitivement, lors- 
qu'on a attaché les cotes à ses divers points. 

On peut encore pratiquer une coupure dans une portion de 
la surface, afin de faciliter certains changements de disposition, 
pourvu que finalement on rejoigne les deux bords de la cou- 
pure, de manière que les points primitivement juxtaposés 
redeviennent voisins. 

Non-seulement on peut faire subir ainsi à la surface des 
déformations par simple flexion ; mais encore on en peut faire 
subir qui altèrent les dimensions et les angles, pourvu qu'elles 
ne dérangent pas les dispositions relatives des points z portant 
des cotes données. Nous avons déjà vu des exemples de cette 
sorte de déformation, lorsque nous avons changé un plan 
simple en une sphère (art. 173), et une nappe d'hélicoïde 
gauche en un plan (260) ; nous en verrons encore un grand 
nombre d'autres par la suite. 

i m. 

Représentation des fonctions multiformes à plusieurs jtoints de ramification. 

263. Nous n'avons considéré jusqu'ici que des fonctions 
ayant un seul point de ramification. Soit maintenant une fonc- 
tion, telle que 

w = V(z — a)[z — b) , 

ayant deux points de ramification a, b. Si l'on considère une 
région du plan qui ne renferme qu'un seul des deux points a, 6, 
on pourra répéter, pour cette région, ce que l'on a dit pour 
le plan tout entier, à propos de la fonction Vz — c. Voyons 
maintenant comment devra être disposée une portion de sur- 
face renfermant à la fois les deux points a, b. 

Mettons les arguments en évidence, et, pour étudier la 
fonction dans le voisinage du point a, posons 

2 — a — re ip , 
d'où 



w 



= r i e*l / r(F + a — b 
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Faisons décrire au point r, autour du point a, un contour qui 

laissa en dehors le point b. Le facteur V ré* + a—b a deux 

déterminations de signe contraire, lesquelles ne peuvent se 

confondre qu'en s'annulanl; car c'est alors seulement que Ton 

peut passer de Tune à l'autre par une variation continue. Or 

ce facteur ne s'annule pas dans l'intérieur du contour décrit. 

Il conserve donc, dans toute l'étendue limitée par ce contour, 

sa détermination initiale, et reprend la même valeur lorsque z 

i <p 

revient à la même position x + iy. Le facteur r*c*, au con- 
traire, prend la valeur opposée 

1 ip i ip 

t ï +,r ' iT 

r o = — r e , 

lorsque z fait une fois le tour de a. Donc w passe d'une déter- 
mination à l'autre, lorsque z fait une révolution autour du 
seul point a. 

Onverrait de même que w change de détermination, lors- 
que z décrit un contour renfermant le seul point b, et laissant 
en dehors le point a. 

Enfin, w reprendra sa détermination initiale, lorsque z 
décrira entièrement un contour renfermant dans son intérieur 
les deux points a et ft. Car, en posant 

z-« = /v'" . z — b = r'e ip ' ., 
on a 

Or, si ; fait le tour des deux points a, b h la fois, chacun des 
ar piments p, p' variera de 2-. Donc p -^- variera aussi de 2^, 
e ' par suite w reviendra à sa première valeur. 

264. Voyons maintenant comment, à l'aide d'un plan mul- 
tip' e i nous pourrons transformer la fonction Informe w en 
fonction uniforme. La fonction n'étant susceptible que de deux 
valeurs, pour chaque valeur attribuée à z = x-V tj/, on devra 
prendre, pour champ de variation de z, une surface à deux 
na Ppes. Ces deux nappes viendront se confondre en chacun des 
Points a et b. 
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Si Ton considère d'abord le voisinage du point a, on v 
comme dans le cas d'un seul point de ramification, qu'il E 
faire partir du point a une ligne de passage Indéfinie, suivar 
laquelle se croiseront les deux nappes de la surface. En r 
ri*,4t. tourner : autour 

point u seul, les pas*; 
l'une nappe 

flM* >'< Ar t ute 
me le numlre l-i 
ou mois indiquai 

lignes tracées sur 
nappe inférieure, et p: 
des l rails pleins les li- 
gnes Ira la uap- 
pe supérieure, Aih 
sus, nous donnons 
coupe des lignée de pas 
sage, en faisant voir la manière doni se croisent Ica deux 
nappes. 

On fera de mente partir du potnl 6 une ligfle de passage tji # 
el Ion voit sur la figure comment le point z, partant de z 
passera alternativement d'une nappe sur Vautre, pour neven 
en s, après avoir tait deux fois le tour â\n seul point b. 

Enfin, si : parcourt un contour qui renferme les deux points 
de ramification, le point r, parti de ta position z^ sur la nappe 
inférieure, passera sur l'autre nappe dans l'intervalle des deux 
lignes île passage, pour revenir sur la nappe de départ après 
une seule révolution. Nous dirons, dans i e i\is t <|iie les poin 
de ramification a et h se compensent. 



; 
( ' • i ; -« 




bf. 



:!*î.~k Lorsqu'une telle compensation a lieu entre deux points 
de ramification, on peut simplifier la figure, en remplaçant les 
deux lignes de passage fc«, 6£, allant chacune à Y infini * par 
une seule ligne nb. terminée de part et d'autre aux deux points 
de ramification. Hu peut, en effet, disposer de la (orme arbi- 
traire des deux lignes a a, 6£ de manière qu'elles s'approchent 
indéfiniment Tune de l'autre, el finissent par se confondrai 
partir d"un poinl quelconque de leur cours jusqu'à r infini. 



f>KS OIUXTÏTÊS C0KR&X1». fil 

tix lignes s utraliseronl dam toute 

tarant confondues, e1 «i Li reviendra au même 
que si rlirs êtaidnl suppri- 
i ruées depuis leur point de 
[jonction jusqu'à l'infini. 
Murs, au lieu tin parcourt* 
indiqua par la fig, U t le 
pnlnl - -nivi.t celui qu'ili- 

iliqilr la ftff. 'il 

On VOll que relu \c\ 
' l'iilifurnieii . t <[<U ;i 

,. il.'rn. partir d'une ligne 
[in», li*s pnrliuns de la surface qui %& croiaaienl entra 

fonction Informe h Irois point* de ramification 









z-c — r^ 






l ^_ç<-Fj><" 



l'abord que n ne cheo île détermination, 

evientau même poin ivoirfait le tour d'aucun 

de ramification a, 6, c. 

-, fois le tour de ". y, foie le tour de 6, v t fois le 
reviendra .« sa première valeur ou prendra la 

uivarit que Vj + ^ + v, sera pair ou impair. 
r, si Toii suppose v, = ; f — 1 , v, = 0> c est- à-dire 
leux points a, b seulement, w reprendra 
** première valeur. On voit, donc que tes deux points a et b 
« compensent; par conséquent, au lieu de litre partir de éba- 
ttu d'eux une ligne de passage allant a l'infini, ou peut sim- 

ligne «le passage, terminée de 
part pointa. 

Qttttl .m poinl c, comme il n*eal plus compensé par aucun 
*ulre, on en fera partir une ligne iJe passage allant à l'infini. 
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La fuj. 4;î indiqua l'effet produit par une seule révolntioa 
du point z autour il' un. dr deux, de trois p«in 

catiuri 



:M»7. Soit en général la fonction hilnrme ù 2i$ pointa de 
ramification 

Un fermera une surface à tyux nappes, ayant '< lignes de pas- 
sage qui joignent deux a deux les point» a, et a, , ti» et a 
a„_ t et «,„, comme se compensant mutuellement. 

Si, au lieu de cela, l<* uombrr <l. 
impair, comme da.ns la fouution 



«? = V(: — «i)(2— a fl ) - . - (r — <!,„_, 

on mènerait encore h ligues de pacage* dont les n — I 
mières joindraient deux h deux 1rs :!>i — 3 premiers pointa di 
ramification, tandis que In »'*•• irait du (Sn — l)* 1 * point dt 
ramification jusque l'Infini. 

268* Remarque, La fonction il. considérée dans i 
(//' Partie), a pour points de ramification 

a,«frr* «. = «•* ***{* *=£«**. 

dniit ii-> modules 

"• u > «• r 




sont ring ortïrc de grandeur. La fonction étant bifbrnie, 

instruira une surface à deux nappas, avec deux lignes je 

passage, Tune joignant les points a t et a,, l'autre les pointa 

a t et a t . Alors l'espace compris entre les deux cercles décrit? 

de i origine avec les rayoi ilermera aucune por- 

tion de ces lignes de passage. Donc, dans cet intervalle, les 

nappes n'auront entre elles aucune oomraunîcation, <t - 
de pourra pat ['une sur l'autre, tant qu*U variera d'une 

manière continue. Donc chacune des deux déterminations de 
la fonction u se Comportera, dans cet intervalle, comme le 

une fonction uniforme. 

"26'J. Coi >ns la fonction Informe à deux points de 

ramifl 

Sur uni 1 surface & trois uapprs, on tracera, a partir des points 
a f b % deux lignes de allait! à l'infini, >\ mettant en 

cômmunfcatirm le? nappes deux à deux (fhj, 44). 

ii. il Si z fait une fois le 

tour de a, l'argument de 
'oit de ^, de sorte 
que, au bout de trois 

toure, il aura repris sa 

iir primitive, a un 

multiple près de 2-, Donc, 

eu tournant autour de a, 

- passe de la première 

nappe a la seconde, pufa 

me, cl enfin de la troisième à la 

première. C csl eu \\ exprimerons d'une manière abri ■■ 

u* symh 

i 3 

Il en sera de m me | ; 6, aulçyr duquel la marche 

iv par 

1 

h 





o 


h= , 
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Si Ton fait le tour des deux points à la fois, en partant, pa 
exemple, de la première nappe, l'argument de 10 rmitn 

chaque tour de T . Doue s, traversant s in nriit les d« 

ligues de pacage, passera, après un tour, de la première ot 
à la troisième; après un second tour, de la troisième nappe 
la seconde, et après un troisième tour, il reviendra de 
seconde nappe ;i la premiers, oe que nous ex [urinerons par 
symbole 



270. Soit la fonction 



--fs-të^ 



b> points de ramification a et h seront ici représentés par 

1 1 r, 

1 1 



el In e<n)E 

des , 

don 
par !:i ////. 
l'on ftiiL !» 
deux points <r . 
île i|uc tes ( 
ritïi'tti. lin 
Lins er cas 
portions de siirliire <|ui 
euhr lr lignes \\\ 

drpui> une Imiife fpielc 

f|u"ïi riniîni. el rempl 

ligue fh m (eriikiih '■>■ de pari 
d aux deux point* de r.o 
cation. 




1 1 lois, on pevU'til à 
ru 


















lappe initiait 
pointe u 

dom; 




: 



[irises entre' lesjl 

i|Mf rt'vu'ul Si remplace 

allant ù ! 
[Kir trois lignes unies, par- 
tant il un même |**>i"( 0. 

|trni,in|ii*Mi i l'on 

f.nl tu tour <l*' e? |^»in» 0, 
ftiiivaiil un cootot! 
I m I kl que fou voudra, tl 
|<3 sens (lirrol. nd 
trera les trois lignes do p.is- 
liacuiicdans la même 
direction i|iic si Ton lui- 
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le tour de l'ensemble des Irais points dans le sens rétro^ 
Donc» puisque les trois points B6 compensent, reflet ries trois 
lignes de passage se neutralisera, et par suite on reviendra, an 
bout d'une révolution, à la nappe de départ. Ainsi l*> point <tr 
réunion des trois lignes de passage qui partent de trois points 
qui se compensent, jouera h v mente rôle qu'un point ordinal 
du pian. 

272* On verra <lr même que, pour la fonction 



les points de ramification si compenseront par groupes de trois 
dont on pourra réunir les lignes «le passage en un nrfme point , 
Si rt est multiple de 3, toutes 1rs lignes de pass 
aèrent ainsi à des distances finies. Sinon, il restera nne ou 
deux de ces lignes, qui se prolongeront à l'infini, 

-27k Soit la fonction 

A chacune ries deux déterminations du second terme Vz — » 

oorrespondroût trois dé- 
terminations de la fetll -. 

tîOn, Ûll 'Ml qili 

la surface corrospon- 
dante à cette foncti 

i être formée d» 
deux systèmes de troi: 
nappes chacun; c< 

s étant l'un <l l'an 
\w analogues à 

I qui a été décril à 
fart. 270, el de plus 
I ligne de passage qui \a 
du point c à Pinfini mettant on communication le> deux nanpei 
qui occupent le même rang dans les deux systèmes. La m 
la fonction est représentée par la figure 49. 
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275. Si Ton considère la fonction 

w = (z — a) Vz — b = f\ r, f e K ■' , 

les deux valeurs de w s'annulent, et deviennent par suite égales 
aussi bien pour z = a que pour z — b. Cependant, lorsque z 
fait le tour de a seul, w ne change pas de détermination, et 
par suite z ne doit pas changer de nappe. Donc il ne part du 
point a aucune ligne de passage, et la fonction n'en a qu'une 
seule, celle qui va de 6 à l'infini. 

Pour s'en rendre compte, on peut considérer w comme la 
limite de la fonction 

V(z — a)(z — a'){z—b) 

pour a' = a. Alors la ligne de passage qui va de a en a' 
(art. 266) se réduit à zéro, et les deux points de ramification 
a et a', qui se compensent, forment en se réunissant un point 
ordinaire du plan. 

2"76. Si Ton suppose la fonction tv liée à la variable z par 
un& équation algébrique 

fbv,z) = 0, 

du degré n par rapport à u\ cette équation donnera, pour u\ 
»i déterminations w t , w ,,..., w n , qui pourront devenir égales 

demie à deux, trois à trois, etc., pour les valeurs particulières 

de 3 qui satisfont à des équations telles que 

w t = w ti w t = w t = u\, etc.... 

Ces valeurs a, , a % , ... , a v de % seront les points de ramification 
de Ja fonction w. 

Pour représenter cette fonction , on construira une surface 
à * nappes, reliées entre elles par les points de ramification 
a i i«, , ... , fl v . De ces points partiront des lignes de passage 
allant à l'infini, et mettant en communication les diverses 
na Ppes 2 à 2, 3 à 3, etc., suivant le nombre des racines qui 
deviennent égales en chaque point de ramification. Lorsque 
deux ou plusieurs points de ramification se compenseront, 
e est-à-dire lorsque z reviendra à la même nappe après une seule 
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révolution autour de l'ensemble de ces points, on pourra sup- 
primer les portions des lignes de passage correspondantes quifi 
se prolongent à l'infini, et remplacer ces lignes de passage p«~~ 
des lignes finies partant d'un même point. 



S IV. 

Des points de ramification à l'infini. 

277. Nous avons vu, dans la Deuxième Partie (chap. IV), par 
quelle déformation on peut changer un plan simple en une 
sphère, sur laquelle sont représentées toutes les valeurs de la 
variable, y compris la valeur infinie, et comment, par une 
déformation inverse, on passe de la sphère au plan antipode, 
dont les points correspondent aux diverses valeurs de la varia* 

ble z' ■-: ^ 

z 

On peut appliquer le même procédé à un plan multiple com- 
posé de m nappes, et en former une sphère à ut couches, dont 
chaque point portera une valeur unique de la fonction, et où 
le prtle inférieur de chaque nappe représentera l'infini de la 
nappe correspondante du plan multiple. De celte sphère à 
m couches on déduira, connue dans le cas de la sphère simple. 
un plan antipode multiple chargé des valeurs w = f(z), de la 
fonction donnée, chacune de ces valeurs ayant pour nouvelle 

rote la valeur correspondante de 3' — — • 

A chaque point de ramification du plan multiple primitif 
correspondront des points de ramification sur la sphère et sur 
le plan antipode. Les lignes de passage se reproduiront égale- 
ment sur les deux surfaces transformées. 

Celles des lignes de passage qui, sur le plan multiple, allaient 
h l'infini, viendront sur la sphère multiple concourir au prtle 
inférieur, et sur le plan antipode elles partiront de l'origine 0'. 

278. Il peut arriver maintenant que le p«\le inférieur 0' de 
la sphère, origine du plan antipode, soit un point de ramifica- 
tion. Pour savoir ce qu'il en est, il sulïit d'examiner si la 
fonction change ou non de détermination, lorsque la variable 
3 ou 3' fait une fois le tour de ce point. 
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Considérons, par exemple, la fonction 



w = 



n étant entier et positif; cette fonction a déjà pour point de 
ramification le pôle inférieur (z = 0). Si l'on change z en — ; • 
il viendra 



* = *' * = (?)<* 



in 

Lorsque z fait le tour de l'origine 0' , p' croît de » et par 

suite w change de détermination. Donc la fonction te a un 

second point de ramification en 0\ correspondant a z = oc . 

On peut encore le voir en remarquant que la sphère double 

a une seule ligne de passage joignant les points et 0' , et que 

cette ligne est traversée une seule fois, lorsque z fait le tour 

deO'. 

De même, la fonction 

i 

w = (z — a) n 
» deux points de ramification, a et oc . 

279. Pour la fonction 



,,- = !/(;- a) (;-/>), 

'I y a une seule ligne de passage, joignant les points a et ft, et 
rien ne force de la prolonger jusqu'à l'infini. Donc au point 0' 
'** diverses nappes de la sphère n'ont entre elles aucune com- 
munication, et par conséquent le point 0' n'est pas un point 
*fe ramification de la fonction w. 
N en serait de même pour les fonctions 

w = V{z — a t )(z -a t )...(z-a tn ) , 

w = P( S —a l ){z — a % )...(z — a am ) , 
dont les lignes de passage ne s'étendent pas à l'infini. 
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Pour les fonctions telles que 

w = V(z—a t )(z-a t ) . . . (z—a^ t ) . 

une des lignes d» passage se prolonge à l'infini sur le pla 
multiple, et sur la sphère elle se termine en 0'. En faisan^ 
donc le tour de r , on rencontre une seule ligne de passage^ 
et par suite la fonction change de détermination. Donc, pouK 
cette fonction, 0' est un point de ramification. 
Il en est de même pour les fonctions telles que 

w = &{z-a){z—b) , 



w = V(z-a l )(z—aj...(z-a k ), 
lorsque, dans cette dernière, k n'est pas un multiple de n. 

280. On peut encore étudier directement la nature du poil 
s = oo , en le rapportant au plan antipode, où il devient a' = ■ 
La fonction donnée w = f(z) deviendra, par ce changement, 



«=/(£) =?<*■>, 



et il s'agira de savoir si z' = est un point de ramification d* 
la fonction ?. 

Par exemple, pour 
on aura, en posant z = — • 



* = A(l-*-') ; - 



Si Ton prend le module de z' assez petit, \—az' ne passera 
pas par zéro, lorsque l'argument de z' variera de 2*; par 
suite, l'argument de ce facteur ne fera qu'osciller entre deux 
valeurs différant de moins de 2*, et reprendra, au bout du 

tour complet, sa valeur primitive. Le facteur (1 — az') n ne 
changera donc pas de détermination, lorsque s' fera le tour 

de (Y. Au contraire, le facteur z' " changera de détermination. 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 237 

et partant il en sera de même du produit ic. Donc z' = est 
un point de ramification de w. 

Remarquons que rien n'oblige a priori à considérer un côté 
d'un contour fermé, tracé sur la sphère, comme répondant à 
Y intérieur plutôt qu'à V extérieur. Donc un contour qui ne 
contient aucun des points a et oo dans son intérieur, peut être 
aussi regardé, si l'on veut, comme les renfermant tous les 
deux; et puisque le parcours d'un tel contour ramène la fonc- 
tion à sa première détermination, il en résulte que les deux 
points de ramification a et oo se compensent, et, en consé- 
quence, la ligne de passage doit être tracée de l'un à l'autre. 

•281. La fonction 



f(z)=V(z-a)(z-b) 
peut s'écrire sous la forme 

Pour z' assez petit, le radical ne change pas de détermination 

lorsque z' fait le tour de 0'. L'autre facteur — n'en change 

pas non plus. Donc le point z'= ou z = oo n'est pas un point 
<fe ramification de f(z). 
En général, si l'on considère la fonction 

M = P(z-a t )(z-a t )...{z-a k ) , 
S ui peut s'écrire ainsi 

te radical, pour z' assez petit, ne changera pas de déter- 
m toation par une révolution autour de 0', tandi3 que le 

-- k 

kcteur z' % en changera ou n'en changera pas, suivant que - 

^ra fractionnaire ou entier. Donc le point oo sera un point de 
ramification lorsque k ne sera pas multiple de n, et n'en sera 

P** un, lorsque - sera entier. Dans ce dernier cas, les points 
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de ramification finis a x , a f , ... , a k se compensent tous enseï 
ble; dans le premier cas, leur ensemble e3t compensé par 
point x . 
Ainsi, dans le ras de la fonction 

te .-= V[z — a)(z — h) 

qui a trois points de ramification a , h , oc . qui se compe 

a » x sent, on peut faire concourir en 

mémo point les trois lignes de pi 
// sage. 

lit* même dans le cas de la fonction 




ir ■= [/(z — a^z — aj . . . (z-a kH + k ) , 

ou réunira en un même point quelconque de la sphère 
lignes de passage qui partent des points 



es 



> «* 
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CHAPITRE IL 

ÉTUDE DU SE FONCTION MULTIFORME DANS LE VOISINAGE D'UN 
W)INT DONNÉ. 

Ite la déformation continue des surfaces. 

282. À l'aide du procédé inventé par Riemann, nous sommes 

parvenus à établir pour la variable : un champ de variation 

tel, que chaque point de ce champ représente une valeur de s, 

considérée comme distincte de toutes les autres, et à laquelle 

correspond une valeur unique et déterminée de la fonction 

donnée de z. Si Ton suppose chaque valeur de cette fonction 

a Ppliquée sur le point z correspondant, la série de ces valeurs 

distribuées sur la surface de Riemann, plane ou sphérique, 

armera une suite continue dans tous les sens à partir de 

chaque point, en considérant les infinis de p % emière espèce 

( ar t^ H 3), dont les inverses sont des fonctions continues, 

cor Ome ne rompant pas eux-mêmes la continuité ( 1 ). 

^ctte double série de valeurs continues de la variable indé- 
pendante et de la fonctioli n'a aucune relation nécessaire avec 
' a forme géométrique que le système affecte dans l'espace. 
Vf* peut modifier cette forme d'une manière complètement 
ap 4>ï traire, à la seule condition que chaque système binaire 
( z > te) soit toujours entouré des mêmes systèmes binaires 
ca *Uigus. 

Eln effet, ce qui constitue la nature de la fonction w, c'est 
l *^sociation de telles et telles valeurs de w avec telles et telles 
v * leurs de z. Tant qu'on ne disjoint pas les couples de valeurs 
correspondantes, la relation représentée reste identiquement 
k même. La déformation de la surface revient a donner une 
av *tre forme aux axes fixes auxquels on rapporte les positions 
^ e » points. Par exemple, les lignes 

x = const. , y = const. 
') CuoftATi, Teorica délie funzioni di variabili cçmplesse. 
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ne seront plus, dans le système déformé, des droites rectan- 
gulaires, mais des axes de coordonnées curvilignes de nature 
quelconque. Comme on ne considère, dans l'analyse, que la 
relation entre w et s, et nullement la nature géométrique des 
coordonnées qui déterminent s, il n'y aura rien de changé, 
pourvu que la loi de continuité subsiste après comme avant la 
déformation. 

Si, pour fixer les idées, on se représente, ainsi que nous 
l'avons déjà fait au chapitre précédent, la surface de Riemann 
comme un tissu, on pourra couper les fils où l'on voudra, puis 
les croiser ou les décroiser d'une manière quelconque, pourvu 
qu'on finisse par les renouer où on les avait coupés, et que les 
fils primitivement contigus ne cessent pas finalement de l'être. 

On voit, d'après cela, en quoi consiste la déformation 
continue d'une surface. 

283. On appelle surfaces simplement connexes celles qui 
peuvent se transformer en un plan simple par une déformation 
continue. 

Il est clair, d'abord, qu'il en sera ainsi de toute portion de 
surface courbe terminée complètement par un contour unique, 
et sur laquelle la fonction w sera uniforme et continue. 
Imaginons, en effet, que l'on ait tracé sur cette portion de 
surface toutes les lignes qui répondent à r = const., et toutes 
celles qui répondent à y = const. On pourra redresser ces 
deux systèmes de lignes, en les changeant en droites parallèles 
à deux directions rectangulaires. Alors x et y deviendront sur 
un plan les coordonnées rectangulaires du point 5, et l'on se 
trouvera dans le cas, étudié dans la Deuxième Partie, d'une 
fonction uniforme et continue, distribuée sur une aire plane à 
contour unique. 

284. On peut aussi, dans d'autres cas, transformer les coor- 
données curvilignes en coordonnées polaires. Considérons, par 
exemple, une portion d'hélicoïde de Riemann, formée par 
h nappes, dont la n ,ème revient se continuer sur la première. 
Fendons cette surface suivant la ligne de passage, et, tout en 
conservant aux rayons vecteurs leurs grandeurs, raccourcis- 
sons, dans le rapport de u à 1, toutes les hélices, trajectoires 
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orthogonales de ces -rayons. Alors les deux bords de la section 
viendront de nouveau se toucher, et les courbes coupées se 
rajusteront aux mêmes points. La portion d'hélicoïde deviendra 
une portion de plan terminée par un contour unique, et sur 
laquelle la fonction n'aura pas cessé d'être uniforme et conti- 
nue. On pourra ensuite, si Ton veut, faire varier les rayons 
vecteurs suivant une loi continue quelconque. 

285. Cette déformation peut être exprimée analytiquemenl 
par la formule suivante. Soit 

z = x -h iy ■= re'* 

la variable complexe qui représente un point de la surface de 
Rîemann, lorsqu'on prend le point de ramification pour origine, 
et soit 

ç = ç + fi» = pe'* 

la nouvelle variable qui représente le point correspondant sur 
la surface déformée et changée en un plan simple. D'après la 
loi que nous avons admise pour le raccourcissement des trajec- 
toires orthogonales des rayons vecteurs, Targument p se trouve 
divisé par h, de sorte qu'on a 

P 



J n 



et par suite 



p 



i—f 



Or la condition pour que Ç soit une fonction de z donne 
(art. 103) 



r 



d p ; + t d, ç = o, 



ou, à cause de D„ — = — • 



<r«m 

i 

16 
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C étant une constante arbitraire que l'on peut supposer, pour 
plus de simplicité, égale à l'unité. Il viendra donc 

* = r H e n =z* , 

Ainsi on passera de la représentation sur le plan u-uplc à la 
représentation sur le plan simple, en remplaçant z par ç\ 

Si donc on a une portion de plan multiple à n nappes, ren- 
fermant un seul point de ramification qui unisse les n nappes, 
et si Ton prend ce point pour origine des coordonnées, on trans- 
formera la fonction n-forme de z ™ % + i y, distribuée sur cette 
surface, en une fonction uniforme de Ç, distribuée sur plan 
simple, en faisant 

Si le point de ramification correspondait èfz = c, on chan- 
gerait alors z — c en Ç", ou plus généralement en (Ç — y)*, 
y étant lié à c par la relation — c = ( — y)*, de sorte que pour 
z = 0, on ait aussi Ç = 0. 

286. On peut ensuite transformer le plan simple en une 
sphère simple, puis celle-ci en un plan antipode, ce qui revient 
en dernier lieu à poser 

,' = ±, 

' ç 
d'où 

_ 4 



§11. 

Résidus et indices des points de ramification. 

287. Théorème de Cauciiy. La démonstration que nous avons 
donnée de ce théorème dans la Deuxième Partie (art. 124 
et suiv.) s'applique sans aucun changement au cas où la por- 
tion de surface considérée est un plan multiple, renfermant 
dans son intérieur un ou plusieurs points de ramification, 
pourvu que la fonction w reste finie et continue en ces points, 
comme dans tout le reste de la portion de surface considérée. 
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On aura donc, dans ces conditions, l'équation 
ftvdz — 0, 

l'intégrale étant prise tout le long du contour fermé, tracé sur 
les diverses nappes qui communiquent entre elles par le point 
de ramification. 

288. Si c est un point de ramification réunissant n nappes, 
supposons que Ton détache autour de ce point une portion % 
de surface, qui ne renferme aucun autre point de ramification 
ni aucun autre infini. Si, en posant 

z-c = k— y) n > 

«m transforme 21 en un plan simple, on pourra appliquer les 
consultations des articles 140 et suivants, et Ton aura 



/ wdr = j wd* = 2*1 X 



w . 



SIp point de ramification y n'est pas un infini, alors £ w est 
nul. 

S'y est un infini,et que lim. w (Ç — -/) ait une valeur finie, 
«>n aura alors 

cwt-i-dire 

£ v » = lim, =e »r(* — e)" . 

Si «J est infiniment grand do l'ordre p au point c, et que l'on 
iwseio =-. ? (ç\, alors (art. 168) 

l y w = ôT-Tyr Um <=o D î~ ' lA<7 + 0] > 






ou en fais? 
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Lorsque w est développé suivant les puissances en 
positives, nulles et négatives, de Ç— y, £ w est le coei 
du terme en (K—y)~ l dans ce développement, c'est-à-* 

coefficient du terme en (z— c) K dans le développemen 

i 

suivant les puissances entières de (z — c) n . 

289. Si l'on pose 

F(r) = -^- > 

;— y 
on aura 

J F(r)<i : = i«i. £F(0 = *(?)■ 

•'y / 

Donc 

Par conséquent, c étant un point de ramification, et 
= — c, on aura 

ou, à cause ut* rf; = — 






f(c) = J- TA£)rf£ = _L f Af>£ 

l'intégrale étant prise le long d'un chemin qui fait n 
tour du point c. 



290. On démontrerait maintenant, comme dans Tari 

que, si w = f(z) est continue en tout point de l'aire 

compris le point de ramification c , f(z) = y (£) sera d^ 

pable suivant les puissances entières et positives de 

et par conséquent suivant les puissances entières et po 
i 

de (s — c)" . 

On en tirerait ensuite les théorèmes des art 151 e 
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ainsi que l'extension du théorème de Laurent aux fonctions 
multiformes. 
On établirait de même les théorèmes de Fart. 137 et des 

art. 180-184. 

291. D'après ce qu'on a vu (art. 160 et suiv.), la fonction 
ï'Z) peut, dans le voisinage du point y, se mettre sous la forme 

?(0 = (ç-7)-*(0. 

m étant un nombre entier, positif, nul ou négatif, déterminé 
par la formule 

Ce nombre m est Y indice de la fonction n> = %[%) au point y. 

Remarquons maintenant que si y est un point de ramifica- 
tion, l'intégrale / y •*. > prise le long du contour planifié de 
• aire infiniment petite qui entoure ce point, est la somme des 
mêmes éléments que l'intégrale / -~^ , prise le long du même 

contour avant la déformation, lorsque ce contour faisait n fois 
ktour du point c. On a donc, pour l'expression de l'indice, 

_ JL f dfjz) 

m ~**iJcftz) ' 

Maine dans le cas d'une fonction uniforme sur un plan simple. 

i. 

Si Ton remplace maintenant Ç — y par (s — c)"', on aura 

f(z) = (z-e) T F(z) 9 

V{ 1 ) étant une fonction qui n'est ni nulle ni infinie dans le 
voisinage du point c. 

On voit donc que, si m est l'indice d'un point de ramifica- 
tion c, réunissant n nappes d'un plan multiple, l'ordre infini- 
tésimal de la fonction en un point z infiniment voisin de c, 
m 



se,, a exprimé par — > c'est-à-dire par 



— f 

InniJc 



df(z) 

f(2) 
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2 — c étant considéré comme l' infiniment petit du premier 
ordre. Ce résultat a lieu, quelle que soit la nappe sur laquelle 
se trouve le point z, c'est-à-dire pour chacune des n détermi- 
nations de la fonction f(z). 

294. Soit maintenant 21 une calotte sphérique à n nappes, 
renfermant des zéros ou des infinis simples 6,, 6„ ..., et des 
infinis multiples (points de ramification) c,, r, , ...; et soient 
Pi» f*n ■••! v i» v «i ••• leurs indices respectifs. Partageons la ca- 
lotte % en calottes partielles, dont chacune soit à n nappes, 
et contienne un seul des points 6,, 6 S , ..., c,, c,, ...; et soient 
fin du • •.* C,, C f , ... ces calottes partielles. 

On démontrera absolument comme on Ta fait dans la 
Deuxième Partie, que Ton peut remplacer les contours infini* 
ments petits, tracés autour des points b ou c, par les contours 
des calottes ou C, de sorte que la somme des indices 

est égale à 

Or l'ensemble des contours de 0, , 0,, ... , C, , C,, ... se com- 
pose de parties communes à deux aires contiguës, lesquelles 
parties sont parcourues en sens contraires lorsqu'on fait le 
tour des deux aires; et de parties formant le contour de 1^^ ? 
calotte totale 21. Les intégrales prises le long des parties ^^ss 
communes se détruisant, il ne reste plus que l'intégrale pris* .^s( 
le long du contour de 21. Donc la somme totale des inoiceses «s 
ou Y indice intégral a pour expression 




JL ÇÎL 

Zr-iJif 



> i.'ï 



Il en résulte, comme dans Fart. 202, que la sommé 
brique totale des indices des zéros et des infinis cont(É r 
dans la sphère entière est nulle. 
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CHAPITRE III. 

]V | i^KALKS DES FONCTIONS MLLTLFORMm 

Ordrt is ûwwwrfon im surfsi 

:. Sou* appellerons aire une étendue fie surface, mw 
Ile sont distribuées loult i 8 1rs valeurs d'une fonction 
CftlTOSpOfld&ntoe :>ux valeurs de la variable représentées par 1rs 
[HiinU de l'aire, 

i ne aire esl dite ow/ujxcO) lorsqu'on peut passer d'un point 

quelconque dr Taire à un autre point quelconque, en suivant 

un chemin continu qui ne rencontre nulle part le contour de 

, Lu d'autres termes, une aire est connexe lorsqu'elle est 

fan seul i veau, et qu'en la prenant par n'importe quelle 

partie, un entraîne avec cette partie tout le reste de l'aire. 

Si Pairr r>l une surface fermée. Gomme celle d'une 
u d'un tore, nous supposerons toujours qu'en un point 

il.- Burfaee, choisi arbitraire at, on ait pratiqué une 

ture infiniment petite, dont le bord sera considéré comme 
un contour Limitant Taire. 



h Si Ton considère une portion de surface, plane CrtJ 
courbe, limitée par un contour unique, toute section AB 

(fhj. 50), partant d'un pond quoi- 
que A *în nuitour, Iraven- 
Faire el allant 86 trriujjW cn WO 
point B du même contour, différent 
du poîol 4, m or vcltêra Taire, e'est-à- 
.lur la partagera an de** segment* 
qui n'auront plus autre eux autM* 
adhérence* Cela * aypjj<|tieà JU âjbkr* 
entière, considérée comme une ca- 
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lotie ayant pour base l'ouverture infiniment petite dont il i été 
question dans l'article précédent. 

Une section telle qjie AB, allant a travers la surface d'm 
point à l'autre da contour, s'appelle section transverse ( l ). 

295. Cne aire < h >ti t la eonnexité est détruite lorsqu'on 
pratique une section transvme quelconque, est dite simple 
ment connexe (*). 

Une aire à un seul contour, et telle qu'on puisse, par défor- 
mation continue, la rendre applicable sur un plan, est une 
aire simplement connexe, Telle serait u\w portion de surftce 
de Riemann, contenant un seul point de ramification, et «pie 
l'on aurait découpée autour de ee point. Cette aire a m 
contour unique; en la tendant suivant la ligne de passage 
contractant- les tils ronrentriques (art, 3&i), puis renouant 
leurs extrémités, mi en formerait une aire plana à un seul 
contour. Or, dans cette déformation, une section tratisverse 
conserverait son caractère de définition, et, par suite, avant 
comme après lu déformation, détruirait la eonnexité de Taire, 
Donc celte aire est simplement connexe. 

Chacune des deux portions dans lesquelles une section 
transférée partage une aire simplement connexe est une aire 
à un seul contour, et, par suite, simplement connexe comme 
Taire primitive. Les deux cotés «le la section transverse toi 
ment ries portions de runlmir pour les deux aires partielles. 

296, 11 m en est pins «le même d'une aire plane à deux n>n- 
tours séparés, c est-à-dire tels qu'on ne puisse passée de l'un 

FIk.si. l'autre BUT la surface sans traverser Taire, 

Dans ce cas, mie section tranSverse allant 
d'un point À de l'un des contours (fig n ït\\ 
à un p«>int B de Tautre n'enlèverai) pas 
Taire sa eonnexité. Cette section transita 

nierait Taire en mie aire Mtnplcincnt emi- 

nexe, dans laquelle les deux bords de b 
ligne AH formeraient deux portions 
contour, devenu unique, 



i ' i Qner&chmtt. 
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lin Nii< i <\m\ qui peut être transformée en aire simplement 
in#xe au moyen d'une saute section transYerae, est dite une 
aire atarôfaitattf m/m 

207. Dr» verrait de même qu'une aire pUine à n contours, 
ou dans l'intérieur de laquelle il existerait *— I troua on îles, 
m faisan! pas partie de Paire, pou irai 1 être changée en une 
sire eimplemenl connexe au moyen de n — \ sections tnms- 
tomes, On dirait alors qu'une telle aire esl n-nplûment eonnè 

Elite portion de surface quelconque, qui peut se changer, 
pu déformation continue, en une aire plane » « contours, est 
r| ^'' elle-mfirae une surface amplement connexe. Ainsi une sons 
spMSrique à Jeux basas, ta surface convexe il' mi Ironc <lr côfte 
wrt jrs surfaces doublement connexes, Un cylindre ramîflfé (*) 
^ 1 1 nr surface triplement eonnei 

fc& Miiis il esl des surfaces que fou ne peul transformer en 

ïififc aire plane par simple déformation continue. Considérons, 

P ar exemple, la surface d'un anneau ou Um\ On voit aisémenl 

'i m * I 1 ouverture unique infiniment petite, que nous supposons 

pratiquée dans toutes les surfaces fermées (art, iiii), no 

saurait suffire, quoiqu'on l'agrandit par dilatation et qu'on 

d'une manière quelconque tes longueurs des tîls du 

«i. Mais si d'un point ;*i un autre du contour de cette ouvert 

tai*e i>n mène une section transverse faisan) le tour de Tau- 

mi, cfi anneau se trouvera transformé hj un tuyau emirbe. 

H"i, par déformation continue, peut se changer en une aire 

patte à dr)i\ contours, <d qu'une seconde section transverse 

rmdru simplement cônne&e. Done la surface de rangeai) doit 

Hre regardée comme une surface triplement connexe. 

299. D'après ce <|itr nous venons de dire, r ordre de cor* 
wxiie d'une aire esl marqua par le nombre dos seotions 
''"'"'^viïsi's qu'il faut pratiquer pour partager l'aire en rf«iw 
pArffQtis détachées^ don! chacune soi! simplement connexe, 

" l)f K Lorsqu'on mène ces sections, il faut les considérer 
""""ir tracées successivement. Chaque section transverse, â 
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Mesure qu'on la Iraee, ilevieni 
contour de faire. On regardera la section comme une tranchée 
jiilinniii ni étroite, dunl les deux rives s'incorporent au contour, 
il peuvent être entièrement séparées l'une de l'autre par ta 
déformation continua de l'aire; Je sorte que les iils coupés 

ngtift. par cette section loiveol plus se 

renouer, comme cela arrivait dans las 
coupures pratiquées dan© la déformation 
continue. 

En conséquence, une section transporte 
peut avoir une de ses extrémités ou boulai 
les deux sur des sections transverses 
menées précédemment. On peui même 
considérer la section comme s'avançanf dans une certaine 
directi un, suivant laquelle le contour de faire se proloii 
successivement des deus côtés (fig* 5i), 
cl comme revenant se terminer an un 
point de son propre parcours, devenu déjà 
^^^^% 1 mi poinl du nouveau contour. 
M M Une section est dite section rentrant* 

^ta^^ ^ (/r<7* 58), lorsque, partie d'un poinl de 
l'intérieur de faire, elle revient se termL 
ner en ce même point, sans avoir uull 
part touché ni traversé le contour de l'aire. 

3(H. Cela posé, noua allons démontrer que la définition qui 
nous avons donnée {art. 300) de l'ordre de oonnexité d'une 
aire, ne dépend nullement de la manière arbitraire dont ou a 
pu mener les sections transverses. Cotte démonstration repose 
sur la proposition suivante : 

Snît S un système composé d'un nombre quelconque de 
portions de surface, distribuées d'une manière qiiclcoii|iie 
dans l'espace, chacune étant de configuration quelconque. 
Supposons ce système coupé par un ensemble /' de w' sections 
transverses, et transformé ainsi en un autre système S\ com- 
poaé de / portions de Burfeoe. D'autre part, supposons que le 
même système S soit coupé par un autre ensemble t* de w* 
sections transverses, et transformé ainsi eu un troisième sys- 
tème S \ composé de v" portions d<- surface. Imaginons, de 
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ï>ltis. que chacune des portions de suiiarr qui composent tts 

sternes S' et V -mi «tmj&tastU ccwikw. — Oji demande s'il 

OTi&te une relation entre 1rs nombres h'. / et les rtombm 

h',v', et quelle peut être cette relation, 

JOÎ, Pour répondre a cette question, concevons que Ton 

Introduise sifrmUanément les «Inix systèmes de sections trans- 

B8 V h r. Ces deux systèmes s'entrecroiseront en «1rs 

ints que iiinis supposerons d'abord, pour plus de simplicité, 

M coïncider arec aucune des terminaisons des sections de Tun 

su del autre des deux systèmes l', /\ ce que Ton peu! toujours 

't lier, en profitant de ce qu'un système de sections Iransvcrses 

a nécessairement d'arbitraire, pour déplacer tant soit peu soit 

te» terminaisons (1rs sections! soM tes points de croisement. 

Do Dette manière, tout point de croisement divisera chacune 

estions qui \ passent en déni segments. Soit k le nombre 

ces points de croisement. 

Supposons maintenant qu'après avoir mené les sections i\ 
( 'i I ransformé ainsi S en S\ on breee une des sections t\ Cette 
4 -lion ne sera une section traosverse pour le système S\ 
M*-*"* autant qu'elle ne touchera ni ne traversera aucune <lrs 
^**Mmtis v déjà existantes; autrement, elle représenterait un 
^ris^ini,!,. de plusieurs sections transverses, 

Soyons actuellement quel sera le nombre des sections trans- 
V <|ui s'introduiront dans le système S\ après que Ton 
a **w mrnr toutes lis sections t** Il est rlair que la totalité des 
^ k •"niinaisuns des sections T" se composera d'une part des ter- 
minaisons des sections %* elles-mêmes, et d'autre part des 
♦ints où les sériions /' seront traversées par 1rs sections /". 
-** nombre îles premiers points rsl égal au double %u>* du 
1 ■ i nnbre «1rs sections t w ; celui des seconds points est égal à tk t 
t**iisque chaque point <lr croisement représente deux tmiii- 
* s *iisojis Jrs sections T" . Donc te nombre total des terminaisons 
f '^ T' sera in"-\- if;, et, par suite, le nombre «les soetions T" 
i >ra 

n 4 k. 



itt, au contraire, commencé par transformer S 
**nS w au moyen des sections /", H «pion eût ensuite mené les 
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sections t\ on verrait de même que le nombre des sections 
transverses se serait accru de 

Soit maintenant N le nombre des portions de surface, déta- 
chées les unes des autres, dans lesquelles se décompose 5, 
après qu'on a menti simultanément les deux systèmes de sec- 
tions transverses V et t\ Ce nombre iVpeut évidemment être 
considéré comme le nombre des segments dans lesquels se 
change S' par l'introduction des sections T\ Or S' se compose, 
par hypothèse, de v' segments, dont chacun est simplement 
connexe. Donc, chaque section augmentant d'une unité le nom- 
bre des segments, les n" + k sections porteront ce nombre à 

On verra de la même manière, en partant du système S", que 
ce même nombre peut être exprimé par 

i\ = ■/-*- m'+ k . 

En égalant ces deux expressions de iV, on en tire la relation 
cherchée 

(1) II'— v' =»'— v\ 

30.*]. Nous avons supposé jusqu'ici qu'aucun des points de 
croisement ne coïncidait avec une extrémité d'une des sections 
V ou T, ce que Ton a pu éviter par des déplacements infini- 
ment petits des sections de l'un des systèmes, de V par exem- 
ple. A cette condition, la relation (1) a lieu. Mais si Ton ramène 
les sections V à leur position primitive, aucun des nombres 
n\ v' ne sera altéré, et par conséquent la différence n' — v' ne 
cessera pas d'être égale à h" — v". Donc l'équation (1) est vraie 
dans tous les cas. 

:iQl. Donc, si F on pratique, dans un système donné de surfa- 
ces, un ensemble quelconque de sections transverses, partageant 
le système en segments détachés dont chacun soit simplement 
connexe, la différence entre le nombre de ces sections et le nom- 
bre des segments détachés, dans lesquels est morcelé le système, 
est constante, quel que soit Vensemble de sections qu'on a mené. 
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306. CorœWérons maintenant une aire simplement eotoft&e 
fou mène une section iransverse, die partagera l'aire en 
legments détachés. On aura donc ici 

if— y = 1—2 = - i , 

Ce nombre, augmenta il* 1 1. donne Pordre 1 de la eonnexiie de 
Paire. 

wmmes ainsi conduits à prendre pOHf définition de 
rond d'un système la valeur, constante pour et* 

ème, de l'expression 

Kùw allons yoir que cette définition concorde avec celle qw 
lums avons donnée dans Tari, 899. 

306, Soit n le nombre des sections l |t J, I . , nécessaires 

pour transformer le système S en un système de v segments 

apteinent connexes* Soit S, le système que Pon aurait obtenu 
m menant seulement In première /, de ces sections. S, s^ra 
transformé ■ n w segments simplement connexes au moyen «1rs 

tt — 1 sections i i m . Les ordres de ces deux systèmes 

seront donc, par la définition de l'artiolc précédent, 

Donc l'ordre d'un système de surfaces est diminue d'une unité, 
chaque fois qu on mette une section ttvnsrnse. H sera diminue 
Je n umté$ f si l'on mène n seetion& transverses ; ce qui s'accorde 
sirec Part. 899, 



érnns maintenant une section rentrante r, et 
soi! $' to système dans lequel cette section 
elian. frmr s, U \m point quelcon- 

que de cette section / menons au contour 
de Paire une section Iransverse quelcon- 
que t (fiff* 58). l/ordre <?' dy système s 
te trouvera par la diminué d'une unité 
Or l'ensemble des sections r et / peut être 
considéré comme formant une seule 
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lion trnns verse {\\v\. ;t00), et par conséquent cet ensemble r + i 
abaisse d'une unité l'ordre du système S 7 d'où il s'ensuit qm 
les deux systèmes S et S' sont de même ordre. 

(tonc l'ordre d'un système ne change pas, lorsqu'on introduit 
dans le système un nrmiliri"* ([in^l^iinqn^ il** sériions rentrantes, 

.108, Soif n le nombre des sections transverses néi 
I - transformer le système S, supposé réduit à une aire uni- 
que (d'un seul morceau), en une aire simplement connexe. 

fera alors y = I, et il viendra 

-y =5 n— 1 -I -2 — « 4- I . 

Donc V ordre de connexion de ta surface S, diminué rf*i 
illtttf, indique eomhien il faut pratiquer de sections transiterse 
dans celle .sur fit m pour h transformer en une airt simplement 
connexe; ro qui esi la définition de l'art. 399, 

On voit, par ûè qui précède, que cet ordre de connexion W 
dépend que de la configuration de la surface, et nullement de 
la manière arbitraire diMit on a tracé des sections transverses 
sur relie surfatr, 



S II- 

Nombre 4m contour* d fpiw tur/bet d'un ordre de conmxkm tttmni, — M*rmi* 

tmtion de l'ordre de cnnntxiitn d'une sphère mullifdf. 

309. Soit S un système de surfaces ou une surface unique 
quelconque* Sî fou mène une section transverse, il peut arriver 
trois cas ; 

N*. si, 1° La section va d'une portion du eon- 

H tour i nue autre portion, isolée de la nre- 
mière (fig, 54). Alors, les deux bonis de In 
section étanl comptés chacun pour un- 
portion de contour, les deux portions iso- 
lées primitivement se trouvent réunies m% 
une seoir, hune, dans ce cas, la seellip 
transvei^C diminue d'une «noir le noiubr 
de contours distincts. 



l>gs <j< \M-i7i 's it.Mii i \rs. 285 

9 La section va d'un poinl do 
Ptan des contours a un autre point 
du inertie contour, Elle détaché 
alors (fig, 50) une portion (Faire, 
qui se trouve entourée «fuite courbe 
fermée, uiriiiant un nouveau con- 

toiir* Dune*, clans ce eaa, le nom- 
bre des contours » j ^i JKjBirwté d'une 
unité, 

:]• La section transverse, partie d'un point de Pun des 
contours, se termine <*n un point de son propre parcours 
\fig, 58). On peut la considérer comme 
composée (Tune section rentrante, qui 
augmente \r nombre des contours de 2 
unités, el d'une section transvef sa joignant 
i Un rie c©a contours an contour primitif, 
et par suite diminuant te nombre des 
contours d'une unité, Donc, en définitive, 
le nombre des contours set (nuptienié 
dté. 

Dune le nombre des ttours d'un système de surfaces (ou 

(Tune surface unique) est augmenté ou diminué d'une unité 
par une section tranaverse. 

îtO- Soil 3 ans Sire donnée quelconque, dont l'ordre de 
exion soil *. On In réduira à une aire simplement connexe 
^l a i de 7 — l sections Irausvrrses. L T aire 3 r ne nos- 

06 qu'on a vu, qu'un seul contour. 
maintenant x I* 1 nombre primitif des contours de l'aire 3 
Chûqi ransverse augmentera le nombre des contours 

s ±1* En désignant donc par * tl r t , ,«. , f^, des nora- 
ix a l'unité positive ou négative, on aura, pour le 
fttfitibrc des contours de 2T, 

• ■■ > ^_, - * - 
li* nombre des sections transverscs qui 
espondent è e i l,et oonsêquemmenl par i — I — s le 
M- -s qui correspondent à :■ — — I, il viendra 

N t I — ? — i — < | 
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d'où 

x — 7 — 2.* . 

s pouvant varier de On g — 1, * pourra prendre les valeurs 

t , <r — 2 , . .. , 2— * , 

en excluant toutefois les valeurs négatives. Donc le nombre * 
des contours est égal à Tordre * de connexion de Paire, ou il 
est moindre que c, le différence étant un nombre pair. 

Si donc une aire a */ contours, son ordre de connexion sera 
l'un des nombres 

x , y. -f- 2 , /. -f- 4 , . . . . 

811. Pour pouvoir appliquer cela aux surfaces fermées, il 
faut commencer par y pratiquer une ouverture infiniment 
petite (art. 294). Alors la surface possédera un seul contour. 
Donc Tordre de connexion d'une surface fermée est un des 
nombres \ , 3 , 5 , ... , et par suite, une telle surface est sim- 
plement connexe, ou sinon, pour la ramènera une aire simple- 
ment connexe, il faut y pratiquer des sections transverses en 
nombre pair. 

312. Soit maintenant 2 une sphère multiple, formée de K 
couches ou nappes; p le nombre de ses points de ramification; 
n t , n,, ..., Up les nombres respectifs des nappes que ces p 
points réunissent, ou, en d'autres termes, leurs ordres respec- 
tifs de multiplicité. On demande de déterminer Tordre de 
connexion de la surface. 

Or, lorsqu'on a pratiqué sur une surface un système quel- 
conque de sections transverses, on peut soumettre alors la 
surface à une déformation continue arbitraire, sans altérer en 
rien ni les liaisons, ni le nombre des sections, ni celui des 
contours, ni Tordre de connexion. Le résultat serait le même 
si Ton avait opéré la déformation avant de pratiquer les sections 
trans verses. 

On peut donc supposer que Ton ait déformé, s'il était néces- 
saire, la sphère h N nappes de telle manière que, parmi les 
p points de ramification, il ne s'en trouve pas deux qui soient 
placés Tun au-dessus de Tautre. 
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313. Coupons maintenant la sphère par deux sections, péné- 
trant chacune à travers toutes les nappe s, H détachant de la 
sphère deux calottes A et B, qui ne renferment aucun point de 
ramification, tous ces points étant compris dans la zone 
moyenne G. Coupons maintenant celle-ci, au moyen de p sec- 
tions, pénétrant également ;i travers toutes les nappes, m 
mente, dont chacun renferme un de* p pointe de ramifi- 
cation* 

Les deux calottes formeron! chacune A portions détachées, 
ensemble 2iV portions. 

Une portion de zone, qui renferme un point de ramification 

réunissant n nappes, se composera doiV — n h- I parties déta- 

ivolr : celle qui contient le point de ramification et qui 

est formée d<- i* pappes, pins |r< X— a autres, formées chacune 

d'un nappe. 

Donc le nombre des portions détachées dont se composera 
lr système après l'introduction des sériions sera 

Î.Y+(iV— » 1 + l)-i-(A T -» 1 + !)*•» + (#— iy#l) 

;ïlï < maintenant combien noe p + 2 sections for- 

ment de sections trausverses et de sections rentrantes. 
1rs :! sections circulaires qui pénètrent les N nappes forment 
actions rentrantes snr elles-mêmes, dont une seule* celle 
4'u correspond à l'ouverture infiniment petite pratiquée dans 
la surface (art. 294), est une section tr&nsverse. Les p autres 
ns formenl îVp sections transverses. Nous avons donc, en 
somme» Nf> 4- 1 sections transverses et 3iV-f 1 sections ren- 

Os dernières n'altèrent pas, comme nous le savons (art* 308), 

r de connexion de la surface. On peut donc n'avoir égard 

l^tux Np H» 1 sections transverses. Or nous Bâfrai (art. 30ti) 

I»*', m un système est décomposé, par ' sections trnnsverses, 

huis simplement connexes, l'ordre de 
Ktonetion du système est exprimé par :— v -f-2. Doue l'ordre 
to connexion de ta sphère multiple a pour valeur 

4 1— {/s-h2),V+(ii, + n t -h »* + iï j& )--jq-!-Î 
tà 2* s n, f n f -h — -i- n f . 

17 
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Par suite, la sphère se changera en une aire simplement 
connexe au moyen de 

2-t-2n — 2iV-/> 

sections transverses. 

315. Exemples. 1. Dans la sphère correspondante à la fonc- 
tion 

|/(*-a)(*-6), 

on a iV = 2, f = 2, et comme les points a et 6 réunissent 

chacun les deux nappes, 2n = 2 + 2 = A. Donc Tordre de 

connexion est 

* = 34-4 — 2.2-2 = 1 . 

Cette sphère est donc une surface simplement connexe. 
Il en est de même de la surface correspondante à la fonction 



Vz-a, 
dont les deux points de ramification sont a et ce . 
II. Soit la sphère correspondante à la fonction 



K(z — a)(z— b)(z-c)(z— d) . 
On a 

N = i 9 f = 4, n i = n t = n i = n, = 2 , 
d'où 

* = 3 + (2 + 2 + 2 + 2) -2. 2 — 4 = 3. 

La surface est donc triplement connexe. 

Il en est de même de la surface correspondante à la fonction 



V(z—a){z — b)(z—c) . 

III. Soit, en général, la sphère correspondante à Tune des 
fonctions 

V{%— c t )(z— c t ) ...(z— O, 



!/(*— c t )(z — c t ) ... (i — c^.J . 
On a ici 

d'où Zw = 4m , 

? = 3 + 4m — 2.2 — 2m = 2m— l=p — I . 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 259 

Ainsi, le degré du polynôme sous le radical étant 2m ou 
2m «. — \ , on a p = 2m , et l'ordre de connexion de la surface 
est 



I Ht. 

Réduction à une surface simplement connexe de la splière correspondante à la 

fonction 



\/(z-c t ){z-c t )...{z-c m ). 

316. Considérons d'abord la sphère correspondante à la 
fonction 

tin commencera par pratiquer dans l'une des nappes (art. 294) 
une section rentrante infiniment petite. En dilatant l'ouverture, 
et déformant la nappe jusqu'à la ligne de passage c x c t , on en 
lormera une surlace tangente à la sphère suivant cette ligne de 
passage, et on pourra contracter cette surface de manière que 
SOr * contour vienne passer par les points c l et c t . Il restera 
alors, en dehors de la sphère, deux bandes qui se croisent sui- 
van t c t c t , et les fils de leur tissu se prolongent sur la sphère. 
k 11 raccourcissant ces fils par une nouvelle déformation conti- 
nu £, on décroisera les deux bandes, et à la place de la ligne de 
Passage, on aura une ouverture qui déterminera le contour 
un îque de la surface. Enfin, par une dernière déformation con- 
nue, on transformera cette surface en un plan à contour 
Ur *ique. 

On opérerait de la même manière pour la sphère correspon- 
dante à la fonction Vz— c, , en remplaçant le point c t par le 
Point oc . 

: M7. Avant de passer à un cas plus général, faisons une 
re niarque qui nous sera très utile dans la suite pour la clarté 
** e l'exposition. 

Lorsqu'on pratiquera une section transverse ou rentrante 
•^ns une surface, on considérera cette section comme produite 
P a r un mouvement dirigé dans un certain sens, et que l'on 
Pourra assimiler à un courant. Ce courant a une droite et une 
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gauche, et chacune de ses doux rives doit faire partie du noi 
veau contour de la surface, les doux rivai étant reg&rdéftfl 

désormais comme n'ayant plus entre elles atténue communica- 
tion immédiate. 

Considérons, par exemple, le cas le plus simple, celui d'une 
section transverse pratiquée dans une aire à deux contours. 
Supposons que le courant de ta sert ion 
marche de À vers B (fig. 5i), et que Ton 
parcoure le nouveau contour unique de 
l'aire dans le sens positif (art, I5:î) indiqua 
par les flèches. En partant de A, on choisit 
le sens positif du contour de manière que 
Faire reste à In gauche de l'observateur. 
m C/est donc la rive gauche de la section 
qui sera parcourue dans le sens positif. Au contraire, la rim 
droite sera parcourue dans le sens négatif. Si Ton faisait mar- 
cher le courant de B vers A, et que Ton commençât a parcourir 
le contour dans ce même sens, les dénominations des deux 
rives s'écbangcramet entre elles, en même temps que le ^ ,,f i> 
du parcours changerait, et Ton arriverait au même résultat 
Donc, lorsqu'on parcourt le contour unique de Taire dans le 
sens positif, la rive gauche de chaque section transverse esi 
parcourue dans le sens du courant, et la rive droite en sens 
contraire du courant. 

H est facile de se convaincre de la généralité de cette remar- 
que dans le cas d'une aire quelconque* 



318, Considérons maintenant la surface sphérique corres- 
pondante à la fonction 



l/(i — e,) {z — e ,) {z — c,) {z — 1\) . 

Elle est à 2 nappes, et présente 2 lignes de passage c t c t , c^ 
(Jig* 55), Pratiquons d'abord sur la nappe inférieure, par exem- 
ple, une ouverture infiniment petite w, et des bords de otite 
ouverture faisons partir une section transverse qui rencontre 
les deux lignes de passage, et dont une portion, indiquée par 
des traits pleins, se trouve sur la nappe supérieure, tandis que 
l'Autre peftfoa, Indiquée par des traits Interrompus, esl sur la 



Hgr.55. 
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nappe inférieure. Il ^ensuit de là qu'aucune dô8 deux nappes 
n "i-st moroei 

Lafl deux bords de la section étant sans communication 

entra eux, traçons! pour les faire communiquer, une seconde* 

-u transverae partant fnn point a, par exemple, de la 

rive gaucto de la portion de la première Section située sur la 

nappe supérieure, ^avançant sur cette nappe de maniY 

les deux points de ramification c t et c t , et revenant 
hr au point i situé en Face de a sur l'autre rive de la 
section a 

Les bords de ces 
deux sections forme- 
ront maintenant un 
contour non inter- 
rompu abcdefgfiija 
'A qui, parcouru dans 
Y/ le sens indiqué par 
les lettres, entoure 
complètement Taire 
totale des deux nap- 
pes de la sphère, an 
laissant cette aire 
ehe. Doue, a l'aide des deux sections transverses, on 
* changé la sphère en une aire simplement connexe. 

- e peu! être changée, par déformation continue, en une 

i un seul contour. Imaginons, en effet, que l'os joigne 

ix tous les points du contour «le Paire courbe par des 

*Uj <1. pu! lYitsrmbh? recouvre toute Taire, et que Ton charge 

hs «les divers points de Taire, ainsi que des 

Iriins correspondantes de la fonction. On étendra d'abord le 

ulnur de Taire sur un plan . ; puis on tendra, entre les divers 

pies de points où aboutissaient les fils du tissu de Taire 

'irbe, des IHs rectilignes, qui pourront être considérés Domine 

Dis curvilignes allongés ou raccourcis. Les valeurs dont les 

i curvilignes étaient chargée* viendront ainsi se distribuer 

i d'une manière continue, et la fonction sera alors 

.m. plane i contour unique, celle-ci pouvant, 

son tour, 80 transformer en une sphère simple. 

Remarquons que, dans le développement du contour sur un 




2lî8 
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plan, 1rs points situés en face l'un de l'autre sur les deux rivr 
d'une section transverse correspondaient ft no même point, 
te fil, i|iii formait le tissu primitif de ta sphère multiple, a * ; t 
coupé, et par suite portaient la naCroe valeur de la foncUo 
Haie après le développement ces pointa se trouveront sépara 
sur le contour plan, par des distances finies. 
Si Ton donnait la fonction 



on opérerait de la même manière, eu remplacent i*> pohtl 
par le point oc . 



S19, Soil enfin la fonction 



jfo 



.W 



K(*~0 5 - fà 5-« (3-7.) - (--M (-—/.». 

a laquelle correspond une sphère à 2 nappes, ayant n ligne 

rie passage ç t y, , cy/, ,..<, ^ (/!#. 56)- 
De fou? erture infiniment petite*», pratiquée sur la oappe 

inférieure, Je fais partir une section transveree, qui rencontre 

li's deux lignes de pas 
et c m y n% on, pont' fixer les idem 
c,y^ vu supposant n - 
ci v | 'I 1 '' tfaltère en rien la gvné\ 
lité de la méthode. Pnia 
meta ses deux bords 
mnnieetfon par une icooiid 
section tranaverse ci / 1 . Je Irai 
maintenant des sections rei 
trantes a* 6'c' , a*b*c* » tr 
versant tontes la ligne de pas* 

t^y %9 oi respectivemi 
première la ligne de paasaf 
ç È y 9i la seconde la ligne 
passage 1,7, ; puis, de? 
transwcaes n V ï , a* l*i ê 
mettant en communication I* 
deos bonis de chaque seetîo 
yi% rentrante, et entourant * 
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tivcmeut les lignas de passage c t / t , c s y r Enfui je mots en 
rM-iïTiniunicatinii 1rs diverses sections transverses deux à deux 
par 1rs set tions transversrs //,' ,fk\ 

Qu petit alors parcourir le contour unique abcdefghijk' n 

.mi suecessiveraenl à >a gauche toutes les portions de la 
sphère multiple. 

On ii mené I" une section transverse wg&h&ï 2* les 3 ou 
( n — 1| lections trân&verees ait , n't'i' , aTi" ; 8" les 2 ou 
m — ï) sections transverses jk' ,j r k*; soit en loul 6, ou en 
rai 

1 +(»— 1) 4- (n — 2) = 2t*~ 2 

n erses, pour transformât ta sphère en une* aire à 
contour (inique, traire était donc septuplemenl eonnrae (ou, en 
connexe d'ordre i » — 1), comme nous Pavions an- 
immv (art, SH6 a III)* 

Pour transformer faire ainsi obtenue en aire plane, dcvelop- 
p$as d'abord sur un plan les contours formés par chaque 
section rentrante et parla section transverse qui mei ses dons 

bords en communication* Nous 
aurons ainsi ta fig. 57, où nous 
avons marqué d'un trait plus 
y fort les portions de contour 
provenant du développement 
des rives gauches des sections 
trans verses ou rentrantes. 

On vu it d'après cela, d'un 
coup <l u'iL quelles sont les 
parties de la sphère ïjuL après 
la déformation continue, de- 
viendront adjat vnles à telle nu 
telle partie du contour fermé, 
l^ On pourra ensuite, par une 
nouvelle déformation conti- 

jf s ^ ^^^^^» nus, donner à l*aire plane telle 

forme que Ton voudra. 



<L 
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|IV. 

Intégrale d'une différentielle uniforme et continue sur une portion donnée 
de la sphère de Riemann. 

320. Soient F et f deux fonctions de z uniformes et conti- 
nues sur la portion 2 de la sphère de Riemann. Partageons 
cette portion 2 en aires partielles 2 M 2,, ... , dont chacune 
soit terminée par un contour unique, et ne renferme, au plus, 
qu'un seul point de ramification. Considérons une quelconque 
2 t de ces aires partielles, et supposons que, par déformation 
continue, on l'ait changée dans l'aire plane 21, . Si les fonctions 
F, f de z deviennent les fonctions , y de Ç (art. 285), on 
aura (art. 148) 

/$d? = 0. 

Comme les valeurs correspondantes de $ et de y sur le contour 
de 21, sont respectivement les mêmes que celles de F et de f 
sur le contour de 2, , on aura donc 



x 



Fdf=Q, 

et de même pour toutes les autres parties de 2 . 

En ajoutant toutes ces intégrales, et remarquant que les 
parties d'intégrales correspondantes à une limite commune de 
deux portions se détruisent, on en conclura, pour l'intégrale 
prise le long du contour de l'aire totale 2 , 

(Fdf= f+ f+ .=0. 

Ce théorème aurait encore Heu, lors même que les fonctions 
F et f ne seraient pas toujours continues, pourvu que le pro- 
duit F. -^ le fût. 
dz 



321. Considérons maintenant F intégrale 
prise le long d'un chemin tracé dans l'intérieur de Faire 2. Or* 
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Verrait, comme dam l'art. 138, que cette intégrât* varie d'une 
manière continue avec ta valeur dé Tune ou de foutra de ses 

limites. 

Si, de plus, mi vn du point z au point l par deux chemins 
différents, dont l'ensemble forma le contour d'une aire simple- 
ment connexe, il résulte de l'article précédent que les inté- 
grales prises le long de ces drnx chemins auront ta même 
valeur, 

cas aura lieu, quels que soienl les pointe z t et z de l'inté- 
rieur ou «lu contour de i, si cette aire est elle-même simplement 
connexe t comme il est aisé de s'en assurer^ en commentant 
pal t rausformer cette aire en une aire plane à un seul contour. 

&obc, si W-J- 6st une fonction uniforme et continue dans 

r^lo ridue d'une aire simplement connexe 2, F intégrale / Fdf, 

prise* le long d'un chemin quelconque tracé à F intérieur de 
rrtto aire, sera une fonction uniforme et continue de chacune 
de ^esdeux limites. 

* <lnnc on désigne par il(z) l'intégrale / Fdf, prise, à 

partir de l'origine constante c, suivant un chemin quelconque 
tracé à l'intérieur de Faire simplement connexe 1, on aura 
Vt /étant deux points quelconques de cette aire, 



*.'»# 



Fdf-U(Z\—a[g 9 ) m 



"*'2t Prenons maintenant pour champ {le variation la sphère 

^'-Onnexion multiple S, et désignons par W (z) la valeur de 

1 intégrale f Ftl{\ prise le long d'un chemin tracé d'une ma- 

mei *tf quelconque sur celte sphère, 
Vautre part, nous désignerons par Q(z) la valeur de la 

«wne intégrale / Fd{\ prise entre 1rs mêmes limites c et z , 

le long d'un chemin quelconque, tracé entre ces deux 
Nflts, J l'intérieur de Faire simplement connexe 2, dans la- 
iMlesc transforme la sphère S au moyen d'un système con- 
tofiibfa de sections Iran s verse s. 
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Le chemin le long duquel a été prisr l'intégrale IV (z) ^ur la 
sphère S, étant supposé quelconque, peul traverser les 
tnnisvrrsrs /, , f t ,..., qui servent à transformer S en i. \» 
contraire, les bords de ces sections Ira us verses tais; 
«lu contour de 1, le chemin de l'intégrale Q i I "ml 

rieur de I, esi nécessai renient nssujellî a ne | 
les sections tranavei 

SâS. Étudions les valeurs que prend u les bord 

réseau formé par les sections transverses ( x , t , en c 

durant comme des sériions distinctes 1rs portions coin 

entre deux points de concours de plusieurs sections. OU, h 

vent, mire deux nœuds du réseau. 

Soient §§ l cl dd f (fig, 58) la rive gauche et la rive droite de 

fîî. r* la portion de section f, La différentielle Fdf 

étant uniforme et continue, non-seulement 

SUT 2, niais encore SU) -S, la valeur de cette 

différentiel^ sera la niéuie en deux pointa oj 

posés quelconques pris sur les deui ■- 1 % 

I Si donc jjf et d , y' il d 1 sont deux couplée qui 

conques de pointa opposés, l'intégrale / Fd/ 

ré* 
prise le long de la rive gauche, sera égale h Y intégrale j Fd\ 

prise Je long de la rive droite. On aura donc, chacune de 
intégrales pouvant être considérée comme prise sur le contoi 

de i. 



d'nïi l'on tire 



ik[<n-uuj a 



0V)~0(O=0{fî iJ th 



Donc ta différence Q (p) — il 01) entre 1rs valeurs »pie prei 
l'intégrale Û ($) en deux pointa opposés des bords d*uocscctii 
tram constante tout le long de cette section. 

Noui appellerons provisoirement module «le la section ti 
verso! cette différence constante, égale à l'accroissement que 
prend la valeur de 12 (*) en passant dé fa rire droite au yotui 

Opp$*é de t*i nrr fjaucltc, ♦■» rions |,i désignerons parla lettre T* 
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Considérons maintenant un nœud, où concourent plu- 
sieurs sections transverses, que nous 
supposerons au nombre «le ."l. pour 
Bxer les idée3. 

Soient Pf,j8 T 7 f/'.v 59) 1rs pointa si- 
tués aux sommets <lr> trois angles des 
bords qui concourent au point de jonc- 
tion des sections. Ces trois points, 
deux {i deux, étant dea points op- 
des deux rives de chaque sec- 
tion, les modules <ics tf ois sections seront 

P,=qM— q« 

dunncnl identiquement 

p f = r, i- r, 

l<* module «l^ la section tratteverse ■ | < i ■ marche vers le 
est égal à la somme des modules des sections qui s'en 
toitjnent. 

Il s'ensuit de là, en général, que, si l'on prend positivement 

dules des sections Iransyerses qui se dirigent t/ers fa 

Pienl <ru.\ g ijui s'éloignent tin rttewrf, 

name algébrique des modules de toutes 1rs section* qui 

Durent en un même point sera nulle. 



si l'on fait partir l'intégrale W (2), comme 

P* intégrale - (?)% du poinl c pour arriver au point z 9 le chemin 

H pourra traverser différentes sections transven 

,..., en passant *<»U de ta rive droite à ta rive gauche, 

le la rive gauche à la rive droite, hans le premier cm, la 

irde W rottra brusquement du module T *le la 

mu traversée; dans I< é second eas, elle diminuera de la 

uantité. 
donc le chemin de W (&), 1 r aller de c an ;. traverse 
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chaque section t n , y n fois en passant de la rive droite à la rive 
gauche et £„ fois en passant de la rive gauche à la rive droite, 
on aura évidemment 

»r(i)=o(i)+(7,-»,)r.+(yt-«r J i+ — 

puisque Q (z) est ce que deviendrait W (*) ai te ft*tt»ii me 
rencontrait aucune section transverse. 
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329. Si Ton change z en z 4-j* , j étant un nombre entier 
quelconque, on aura 

« = -4-00 



ff — 4- ce 

- (n-jfn+j'x 4- 1 (n -j) X 4- *> » 



= 2 



«=4-oc 

* = -00 

c'est-à-dire 
En combinant cette formule avec la précédente, il vient 

330. Cherchons les valeurs de z pour lesquelles S (# ^i 
vanouit. On peut écrire, en changeant 11 en — n — v t A . *i 

-/- \ V -(n+V-îOH-V)! Jf% 

» = — œ 

on, en prenant la demi-somme de cette équation et de réqst- 

tkm(1), 

«=4-oo s X 

t±, \ * V^ I -•*+««• -("+>) X-t(«4-V)« 1 

■*(*>*) =5 2- I e + * I • 

Cette expression s'évanouira , chaque terme s'évanouissant, si 
la différence des exposants des deux termes de la parenthèse 
est, quel que soit n, un multiple impair de :rt, c'est-à-dire si 
Ton a 

— fl*x4 2fl3 = — (w4- v)*x — 2(w4- v)j4-(2A-t- !)*•", 

ou 

(2» 4- v) (2* 4- vx) = (2 A 4- 1) n I , 
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chaque section t n , y n fois en passant de la rive droite à la r 
gauche et £„ fois en passant de la rive gauche à la rive droi 
on aura évidemment 

»F(i) = 0(i) + (7,-»,)r. + (yt-«r i + -. 

puisque Q (z) est ce que deviendrait W(s) *ft te 
rencontrait aucune section transverse. 
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CHAPITRE IV. 

APPLICATION DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS A LA THÉORIE DES PONCTIONS 

ELLIPTIQUES. 

I 1". 

Propriétés fondamentales des fonctions m ; d'un seul argument. 

326. Soit x une quantité quelconque, réelle ou complexe, 
TOais dont la partie réelle soit positive. La série 

H =—00 

s ^ra convergente pour toute valeur de x satisfaisant à cette 
«Condition. 

Il en sera encore de même, si Ton ajoute aux exposants 
' n'x les multiples correspondants 2ns d'une quantité, com- 
plexe quelconque 2z, c'est-à-dire que la série 



ci) *(*,,)= 2 •" 



e ^t toujours convergente et a toujours une valeur finie. 

327. La série (1) ne change pas de valeur, lorsqu'on y rem- 
place n par — n, ce qui revient à changer z en — z. On a ainsi 
la première propriété fondamentale de la fonction S , exprimée 
par la formule 

m *(*, *)=*(-*,*). 

328. Si Ton change z en g + irt, chaque terme de la série 
est multiplié par é* nni =1. Donc, quel que soit le nombre en- 
tier fc, on a 
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329. Si Ton change z en z 4-jx, j étnnt un nombre entii 
quelconque, on aura 



»= + ' 

00 

H 

2 






«= + « 

= e > e 



c'est-à-dire 

[111] S(z+j*,x) = e î *+' j \ *(*,*). 
En combinant cette formule avec la précédente, il vint 

IVj ^S-J-Att* +-./x)--=0 S(;Z,x), 

330. Cherchons les valeurs de z pour lesquelles S (é\ 
vanouit. On peut écrire, en changeant il en — n — y' f m îfilj 

n = -f-oo 

e 



H=,*)= v 



ou, en prenant la demi-somme de cette équation et de l'éqw 
tion (1), 

Cette expression s'évanouira, chaque terme s'évanouissant, 
la différence des exposants des deux termes de la parenthê 
est, quel que soit n, un multiple impair de ::/, c'est-à-dire 
Ton a 

— n\ -+- ïnz = — (w ■+- v) l x — 2(n -+- v)z + (2/i + 1) * i , 

ou 

(i» + »)(ïr + vx)==(2A + l)»t, 
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h étanl un entier. Si l mi pn>L 

2* **«=*#*!, 

il un autre entier, il viendra 

Le premier membre doH donc être un entier impair; ce qui ;i 
lira, quel que syîl », si * et ;/ son! deux membre! impairs, 
Si Ton fait donc 

I un aura 
traitant 



n p. ca 



Si l'on marque sur le plan 
des : les points représentés par 

la formule 



Bon anouira. 



pour toutes les valeurs entières 
de m et de » , en joignant ces 
pointa par dos droites, on parla* 
i le plan en parallélogram- 
mes, dont 1rs centres, repré- 
sentés par la formule (2), seront 
les points pour lesquels la lonc- 



L On peut voir aisément que ces eentrea sont lôâ seuls 
a iiu plan pour lesquels la fonction 3 s'évanouit, Il suffit de 
itror pour les points de l'intérieur d'un seul parallélo- 
gramme, de celui, par exemple, qui a pour sommets lee pointa 
T wi t x,iri : e« Comme ta fonction B(t uniforme et 

inue à l'intérieur de ce parallélogramme, le nombre des 
&Éb quation s(z , x) = comprise dans cette aire (') 



l'on voulait considérer un point pris sur le contour même du paral- 
ttnme* on commencerait par déplacer ce contour parallèlement a 
11 nie, Ù0 manière à Introduira ce point dans son intérieur. 
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sera égal (n° 203; au produit de — -. par raccroissemei 

log5(z , z) obtenu en Taisant parcourir à z le contour < 
du parallélogramme. Or on a. en désignant par 21 cette i 

3 * • *x * xi + x *'si 

rfl0g5(j,x)4- | 41og3(; + *.*) + I <f logS(;: + ri 

+ fd\ogï(z.*) 

* ri 

ou, en vertu des formules [II] et [I1IJ, 

Donc l'indice intégral de Taire 21, ou le nombre des racii 
l'équation 5=0 est égal à l'unité. 

On le démontrerait de même pour un autre parallélogre 
quelconque. 



g ». 

Inversion de V intégrale elliptique. 

332. Considérons l'intégrale 

Jf* dz 

o Vz(i—s){\ -trz) 

Si on la compare à l'expression fFdf de l'article 321, il es 
de voir que l'on pourra toujours l'assimiler à cette expre* 
F et pétant deux fonctions finies et continues dans tout 
tendue de la sphère. 
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En effet, le dénominateur 



Jt=K*(l-T*)(i— *■*) 
ne s'annule qu'aux points s=0 , z— \ , ^=t?' Or on peut 
écrire l'intégrale sous la forme 



JO ^(l_ Z )(l_f z ) 
./n 



X=^ï 2ds 



où la fonction /=2K»=2Ç est finie et continue pour z=Ç=0. 
De même, en mettant l'intégrale sous les formes 






2dKl-_ 



2 



«-'o V z{\-z) 

on voit qu'aux points s=l et 2=-^, Wpeut se mettre sous 

la torme/Fdf,F et /"étant des fonctions finies et continues. 

La fonction R ayant pour quatrième point de ramification le 
point oo (art. 279 et 281), voyons si l'intégrale est encore en 

ce point de la forme fFdf. En changeant z en— , il vient 



-r 



iz' 






^pression qui est bien de la forme en question pour %' = 
ou s=oo . 

Donc la différentielle -yr doit être considérée comme finie et 

continue en tout point de la sphère S. 

18 
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888. Se -Inné z se meut sur une portion simplement connexe 

quelconque de celte sphère, l'intégrale j-jj- sera uni* fonction 

uniforme et continue de g. Pour pouvoir appliquer cctti 00»* 

nous occupons, il faut com- 



clusion h l'intégrale «Joui nous 



meucer par transformer la sphère en une aire simplement 
connexe, 
Bâtas les quatre points de ramification 

1 



^ = 0, c t =x> , c, = i 



c a ^- 



(L*?0 



de la surface sphvrique h deux nappes sur laquelle la fonction R 
est uniforme et continue (fig* M), menons ti*s deux lignes de 
passage c 9 c t ,c t c t . 

F J«- * ■ ■ Des bords d* une ouverture 

inliniiiioiit prttt«> e*>, pratiquée 

en un point quelconque de 
la nappe inférieure, menons 
fM Ë -« ^K^^kA^i une première section trans- 

versc t tf qui coupe les deux 
lignes de passage. Mettons 
ensuite en communication 
les deux bords de l % par une 
seconde soction traïuvt 
/, f tracée sur la nappe supt- 
*V7» ri* aire, et entourant les deui 



*, 



points de ramification e É «1 et c,=tt 



334. Si Ton trace, sur la nappe inférieure, les lignes de jonc- 
tion c t c t ,c,c 4 , de manière qu'elles ne rencontrent aucun. 
ileux sections trunsverses, ce qui est évidemment posfl 
deux ligues, jointes aux deux lignes de passage, circonscriront, 
sur la nappe inférieure, une aire 3, qui ne sera atteinte par 

aucune des sections, ei wr laquelle la différentielle -r~e<l uni- 

H 

forme, finie et continue, Donc l'intégrale /-jp, prise le long 

d'iuie l!gH0 quele [Ufl Iraeee dans l'intérieur de M .pudrila- 
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1ère 31» entre deux points quelconques, aura une valeur finie, 
qui ne dépendra que des deux points extrêmes. 

Prenons pour point de départ le point c =0, et voyons 
quelles seront les valeurs de l'intégrale 



W^ 



Vo R 



en prenant successivement pour z chacun des sommets du qua- 
drilatère 21. 

335. D'abord, pour 2=0, on aura évidemment 

Pour z=c t =\ y W prendra une valeur finie, que nous dési- 
gnerons par 

*= r dz 

Jo V%{K -z)(l-k'z) 



Pour £=c,=-rrla valeur de W sera 
Si Ton pose maintenant 

- r " 

Jo Vz'(l— z'){i-k'*z') 
il vient 

Donc 

W t =K-iK'. 

Enfin, pour z=c t =aG , 

^'"Jo R~Jo R Jt R ' 
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or, en faisant Ç = tj- , on a 

K Z 

Jt R Jo l/;(l— 0(*— **;) Jo R 
Donc 

W t = iK-iK'. 

336. Si, entre deux couples quelconques de points super- 
posés, on trace sur les deux nappes de la sphère deux courbes 
superposées G , C , les valeurs de z et de dz étant les mêmes 
aux points correspondants de ces deux courbes, tandis que les 
valeurs de R sont égales et de signe contraire, les éléments de 

-fi- seront égaux et de sigrte contraire pour les 

deux courbes. Donc les intégrales 

Cil , C*L 

Je R Je R 

sont égales et de signe contraire. 

337. Soient maintenant T t , T t les modules (art. 324) des 
deux sections transverses (,,(,, Exprimons ces modules au 
moyen des valeurs W , W t , W t , W % . 

Pour cela, traçons sur la nappe supérieure deux lignes super- 
posées aux lignes de jonction c Q c t , c % c t , et désignons-les par 
c 9 c t ,c t c t . On aura 

JWi) + JGvD = , JV.O + fÇX) =■ . 
Or, la ligne c 9 c t ne traversant aucune section, on a 

J {€ ^ = JoT = Wt ~ W * =K > 

/(vJ = £~T t = K-T t =- J\c.c t ) = -K. 

Donc le module T % de la section t t a pour valeur 

T t =ÎK. 
On arriverait au même résultat, en comparant les intégrales 
JWa) et f(cj x ). 
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Joignons actuellement c % et c % , l°par la courbe c c> tracée 
sur la nappe inférieure et ne rencontrant aucune section , ce 
qui donne 

f(c 9 c t )=W t ; 

& par la courbe superposée c 9 c t , tracée sur la nappe supérieure, 
et traversant une fois chacune des deux sections t t , t tJ de gau- 
che à droite. On a alors 

d'où 

T t = 2j(c O— T t =2 W z —iK= HK' . 

338. Posons maintenant, pour plus de simplicité, 

Les valeurs de la nouvelle intégrale tv aux quatre sommets du 
quadrilatère 21 seront alors 

l^o = , W t ~n — pi, 
^ = J > ». = }-'»• 

et les modules des deux sections, relatifs à l'intégrale w, seront 

339. Soit a) ce que devient l'intégrale w, lorsqu'on la prend 
le long d'un chemin tracé à l'intérieur de l'aire simplement 
connexe 2. Cette fonction <ù étant uniforme et continue dans 
toute l'étendue de 1 , si l'on pose 



sens 



l'intégrale / vdu , prise le long du rontour de 2, dans le 
Jz 

positif, aura une valeur négative , comme on le démontrerait 

en suivant le même raisonnement que dans l'art. 137. 

Pour parcourir ce contour, partons du point de croisement 

des deux sections /,,/,. En suivant d'abord la rive gauche 
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de / t , jusqu'à ce que Ton revienne au même point, on aura 
passé de la droite à la gauche de t t . Si Ton distingue par les 
indices g ,d les valeurs des quantités, selon qu'elles sont rela- 
tives à la rive gauche ou à la rive droite d'une section trans- 
verse, la partie de l'intégrale fyd-j relative au parcours que 
l'on vient de suivre sera 



x 



En suivant maintenant la rive gauche de t t jusqu'au retour 
au point de croisement, on aura passé de la rive gauche à la 
rive droite de /, , et l'intégrale obtenue sera 

/ v,rfv, . 

•Ml 

On parcourra ensuite la rive droite de /, , en remontant le 
courant de la section, ce qui donnera l'intégrale (art. 318) 



i 



y d dv d 
«i 



et enfin la rive droite de / t , en remontant encore le courant, 
d'où l'intégrale 

— / * d (h d . 

Mais, d'après ce qu'on a vu (art. 324), y f et j d ne diffèrent que 
par une constante. Donc d^ = du d , et par suite la valeur totale 
de l'intégrale sera * 

/ (* f -*<)<*«+ / (* f -**)dv. 

Or les quantités y,— y d qui entrent dans ces deux intégrales 
sont les coefficients de t dans les Valeurs des modules t, , r t des 
deux sections. On a donc, en posant <: = ? -!-*'-, 
pour la section /, , y, — y d = — 2<j , 
et pour la section /, , y, — y d =0 . 

La valeur totale de / ydj se réduit donc à 



— 2(7 / 



U 



Mais / d-j est la différence des valeurs de y , eu passant de la 
rive droite à la rive gauche de /, , c'est-à-dire j f — u d =la partie 
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réelle n du module ? '. Donc enfin l'intégrale / ydw a pour va- 

leur — 2r<7, et par suite cette valeur devant être négative, il 
faut que la partie réelle a de p soit positive. 

340. Considérons maintenant l'exponentielle 

r,=ze , 

a et b étant des constantes quelconques. Cette exponentielle 
3era, comme co, une fonction uniforme et continue dans l'é- 
tendue de 1. 

Si l'on prend le rapport des valeurs de r, en deux points op- 
posés sur les deux rives de /, , on aura 

De même, en prenant deux points opposés sur les deux rives 
de t l , on trouvera 

eu i=/" . 

341. Posons maintenant 

a = — 2m*/) , & — 2nt, 

et faisons la somme des valeurs de r t correspondantes à toutes 
les valeurs entières de n, depuis — oc à +00. La série ainsi 

obtenue 

«= + « t 

$(*) = %,/,= > e r 

est celle dont nous avons étudié les propriétés au § précédent, 
et elle jouit, par conséquent, des propriétés exprimées par les 
équations 

3(— *) = 5(u), 



5[(2wi-t-<)-|-H(2n-Hl) 4 ot] = ( 



344. Soit, pour abréger, 
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a étant une constante quelconque. On a, en considérant la sec- 
tion f l , 

*$ = *(»§ — «) , $ d = 3(*> 4 — «) , 

ou, à cause de &>, — « d = — Qnpi , 

£ d = 3(w, — ec-H 27r/>t) = r 5(«, — oe) 



Donc 








(«,) 






-t«f 


On a 


de même, 


sur les deux rives 


de*,, 


(0 









343. La fonction' £ n'étant infinie en aucun point de 2, puis- 
que l'argument co est fini en tout point de cette aire (art. 332), 
tous ses indices sont positifs. Soient m, , m, ,... ces indices, 
entiers et positifs. On a (art. 292) 

Or on a (art. 318) 

D'ailleurs la formule (/,) de l'article précédent donne, pour la 
première intégrale, 

et la formule (t t ) donne, pour la seconde intégrale, 
Donc 

rds r 

J — = tij t d« 9 = *ir t = ti:i . 

Par conséquent 

w, -f iw,h- ••• = !. 

Puisque m, , m, ,... ne peuvent être que des nombres entiers 
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positifs ou nuls, il s'ensuit de là qu'un seul d'entre eux est 
différent de zéro, et égal à l'unité. Donc 3 a un seul zéro du 
premier ordre. 

344. Soient a , a' , b des constantes quelconques, et faisons, 
pour abréger, 

5 , y , r t étant des fonctions uniformes et continues de z dans 
l'étendue de 2 , il en sera de même de la fonction 



-(*)• 



Pour la valeur de z qui correspond au zéro de $ , X sera infi- 
niment petit d'ordre + 2 ; pour le zéro de 3' , X sera d'ordre 
— 2 ; pour tout autre point de 2 , a sera d'ordre 0. 

On a maintenant 



Puis ou a, relativement : 









à la section t t , l^i a f % t -"< M .-">« 



5' 



<f 









* = /* 

n 4 



et i la section /„ ( 7 = ^ - 1 » 



lg t»TT 



345. Déterminons a , a' , fc de manière que les exponentielles 
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qui expriment les deux valeurs de -r* pour les deux sections, se 
réduisent à l'unité. Pour cela, il faut prendre d'abord 

v étant entier; puis, u étant un autre entier, 
— 4(vt .p-+-a— a')=$iiK , 



d'où 



7T 



Dans cette hypothèse, >. ne changera pas de valeur en tra- 
versant Tune ou l'autre des sections transverses, et par suite 
cette fonction sera uniforme et continue , non-seulement dans 
l'intérieur de 2 , mais encore suivant un chemin quelconque 1 
tracé sur S. 

En remplaçant b et a' par les valeurs vi et a + ^ + vot , 

l'expression de la fonction uniforme et continue X deviendra 

V ù i 

e r 5 (&> — a) 



te x {<* — a) -r 



346. Déterminons actuellement les valeurs qu'il faut donner 
à la constante a pour que 3- (co — a) s'annule successivement en 
chacun des sommets du quadrilatère 21 . 

i 9 En c , pour s=0 ,co=0 , il faut que l'on aitS( — n) = -0, 
d'où (art. 331) 



— <* = ■£- -4- />t\ 



5(*-a) = a(« + j4- f i). 



2° Enc, , pours=x> , co = t: — pt , 3- (w— a) s'évanouit pour 
«— pi -a = -j+ l ftt , d'où (i = ^- — 2/>i, 

3(*-fl) = jr( w --j- + Sf>î) . 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 283 

3° En c t , pour 2=1 ,w = |, S(w — a)=0 pour 

3 (w — a) = 5 (« -+- />i) . 

4° En c,, pour s = tt i w ="3- — P i ,^(û>— a) = pour 

— — />t- a= — -^t , a = , 

3 (w — û) = 3 (w) . 

347. Introduisons maintenant les valeurs de a que nous ve- 
nons de déterminer. 
En prenant la première 

«=- -g— />», 

«(faisant, pour plus de simplicité, 

7=1, ,1 = 0, 

il vient 

. = P(" + ¥ + ^') t J' . 
I »(. + $ ' » ' 

valeur qui s'évanouit pour <o = 0. Or c 9 est un point de ramifi- 
cation réunissant deux nappes. Donc, en posant z=Ç , / sera 

autour de ce point, comme \b (<•> + -5- + ]&*)] i infiniment pe- 
tit du second ordre par rapport à Ç (art. 290), et par suite du 
Premier ordre par rapport à z. Comme la fonction 1 est uni- 
forme et continue, et qu'elle est de Tordre -|-2 pour Ç=0 , et 
( ' e Tordre — 2 pour £ = oo , ce qui donne 

Co *te fonction est donc (art. 185) de la forme 

;■ X constante , ou z x constante. 
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Donc on a 
Pour déterminer A , faisons successivement 






1=1. dou - = -, ^j-L-M. J 



2 
puis 



,=-, d'où -= T -,., F =ft„|_ I( -lJ- 7) ,» 
et, comme on a 

3(ir±,î) = 5(±,0 = 5<,i), . 

on trouve, par multiplication, 

1 - i r 3 (ir -f- p f ) "1* ur<+!jD , « ta 



n 



d'où 



»-=v- 



m . = T . 



(S («* + ■£• +/>t)}. 

i low-p 1 X f 



*(«+t) 



> 



348. Prenons maintenant 

d'où S(cù — a) = pour 1 — s = 0. En faisant 
il vient 

On verrait, comme dans le cas précédent, que / est pi 
tionnel à Ç* = l — % , ce qui donne 

l _,-» 1 J£fc±£â.«-')\ 

M-i) ) 
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>ui calculer h i , faisons successivement 
r-=0, d'où » = 0, i = hA^iH)\ 

Ut)J 

a en tire, par multiplication, à cause de à (pi) = S(k — pi) , 
— = A,'<» S d'où A, ==— c e , 



«© r. 






349. Soit enfin 

o = 0, 

d'où$(« — a)=0pour 1 — k'<&=0. En faisant 

v = 0, > = -!, 
'I vient 

, _ 1 >(-) \* 



K" + ï) 



8> 



et l'on en conclura 

On en tire, par multiplication, h t = 4' , d'où 






[mi 
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350. Dans ces trois expressions, des,! — s,l — à^on 
peut substituer aux valeurs de l'intégrale ». prise à l'intérieur 
de £ , les valeurs w de la même intégrale, prise le long <Tra 
chemin quelconque tracé sur la sphère S. 

En effet, ces trois expressions sont des cas particuliers de ta 
fonction X , que nous avons déterminée de telle façon que les 
modules des deux sections t t , f t /relatifs à cette fonction, soient 
nuls. Donc ces expressions n'éprouvent aucun changement, 
lorsque o> traverse Tune ou l'autre des sections t t , I, , et, par 
Milite, on peut indifféremment faire mouvoir l'argument soit 
Mur Taire 2, où il est uniforme et continu, soit sur la sphère S, 
iift il éprouve des changements brusques de valeur. 

Nous aurons donc, au lieu des formules [I], [H], [M], les 
formules suivantes : 



1 Swf-0 

z = -, - e r 



[5(«> + f + f l)i 



»(«■*) 



j- 



i - z = - e"' p (iiï±£5V» 




±£f>V 



2 
\ — k % z 



îftl, Pour tirer de la maintenant les formules des fonctions 
elliptique») sous la forme habituelle, posons 

e r = q . 

Kn érriviinl alors, conformément à l'usage, 5 t (w) au lieu de 
Il (//>), on a 

H" -4-» »=00 

.*,(«;) = j£ tf <? = 4 -f- 2 ^ ç cosîntr, 

H: - — et «=t 

n = +» t 

/ W \ - / V %^1 / M\ n n ***** 

*.(*■♦■ ï)-- -(«0= 2 (-1) * c 

M=— OC 

= l + 22(- i )V cosîme, 



fi=i 
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e m \ 1 5,(«? + -£ 4- p f) = 13, (M?) 

*= + oo f , » 

= 2 (-«)V" +i "V' +l,l,< 

«= — 00 

11 = 00 1 

= 2t 2 (— i)V" + " sin(2n+I)ir , 
«=o 

«=— • 



«=o 
On a alors les formules connues 

|/*=sinamH^=sinam — w = -i- ^$ . 
|/F=l=rcosamïr=cosain — tt;-l/~ ^? . 

ir ' 3(0?) 



15 Août 1870. 
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En terminant aujourd'hui cet ouvrage, dont la première 
Partie a paru en 1867, je crois devoir entrer dans quelques 
ex pi m cations sur le but que je me suis proposé et sur les secours 
rt °nt j'ai fait usage. 

I-a nouvelle théorie des quantités complexes, créée par 
* r Kaiul et par CauchVj avait déjà donné naissance aux admira- 
bles découvertes qui ont si profondément transformé l'Analyse, 
a Va rit qu'il n'existât un Traité élémentaire où les commençants 
pussent en prendre connaissance. On sait combien est pénible, 
fr * général , la lecture des Mémoires de Cauchy, Les beaux 
^Vîiux rie MM. Puiseux, Briot et Bouquet s'adressaient surtout 
' des mathématiciens exercés, Déjà la renommée des décou- 
^ e Hes de Riemann commençait à se répandre; mais l'extrême 
D ° incision des écrits de ce géomètre en rendait la lecture 
t^^sque inabordable pour ceux qui n'avaient pu les entendre 
développer dans ses leçons. 

En 1864, M. Durège, professeur h l'Université de Prague, 
Pubij a un ouvrage destiné à combler cette lacune (*), et où Ton 



L > Eléments der Thearie der Functioncn tiner complcxm vwànderlichçn Grosse, 
***** ùttonderer Berùcksichtigung der Schopfungen Ritmann's bearbcittl, Leipzig, 



* >ol. 



in-8*, _> Cne seconde édition de ce livre a paru en 1873, 



H AYEirriSSKMEM 

trouve pour la première foi? exposé* d'une manière élémen- 
taire la théorie géométrique des imaginaires, ainsi que les 
théories analytiques fondées par Cauchy et complétées par 
Riemann. 

Bientôt après, M. C, Neumann fit paraître un autre livn 
mi les mêmes principes sont développés avec une extrême 
ûlarté, et qui a puissamment contribué à répandre la connais- 
sance de cette branche de l'Analyse. 

■IVntrepris successivement la traduction de ces deux excel- 
lents Traités, Mais, en attendant que les circonstances m'en 
permissent la publication, je pensai qu'il pourrait être utile de 
donner un aperçu de leur contenu; c'est ce que j'essayai de 
faire dans une suite de Mémoires, que la Société des Sciences 
physiques et naturelles de Cordeaux voulut bien accueillir dans 
le Recueil de ses publications, et dont la réunion forme le 
présent volume. 

Outre l'intérêt qui s'attachait à la Vulgarisation d'un mode 
d'exposition des théories de Cauchy, plus simple que celui que 
l'illustre tuteur mît employé, mon but était de rectifier en 
même temps quelques donné» s historiques qui ont générale- 
ment cours dans les pays voisins, et de mettre plus en lumière» 
les noms d'Àrgand et de Cauchy, qui, dans plusieurs Tr 
modernes, sont omis, ou disparaissent derrière ceux de Gai 
et de Riemann. Bfl nuiséquetice, j'ai placé en tttfl dû mon 
travail quelques indications sur l'histoire de ht decouver 
la théorie moderne des quantités complexes, dont j'ai puisé les 
éléments soit dans les sources originales soit dans un Intérêt* 



(*) Vorlctungen ùbef Hitimnn'i Théorie der AbeVxrhcn Intégrale Liiptif , IStiv 
1 vol. in^ë*. 



AVERTISSEMENT, !|] 

Mémoire du professeur Matzka C 1 ). La conclusion qui 
*>sort de cette étude est que la découverte do la véritable 
théorie des imaginaires appartient incontestablement à Robert 
Ai^gand, qui Ta exposée dans un remarquable opuscule ( 2 ), 
imprima vingt-cinq ans avant la -célèbre Note de Gauss{ 3 )> tant 
de fois citée comme contenant la première indication de cette 
méthode. 

Après avoir établi les fondements de la théorie des quantités 
complexes , et en avoir signalé les principales applications 
analytiques, je n'ai pae cru pouvoir passer sous silence une 
'titre branche d'applications qui, bleu que n'ayant pas encore 
I tint le même degré de développement que la précédente, 
n'eu a pas moins rendu dés maintenant de notables services à 
«i Géométrie et à la Physique, On trouve déjà dans l'opuscule 
'I* Argand le premier germe d'une méthode d'Analyse géomé- 
trique, que M. Bellavitis a, depuis, reconstruite par ses propres 
«cherches, et qui est devenue entre ses mains un puissant ins- 
trument d'investigation et de démonstration dans les questions 
de Géométrie plane. Hamilton, se plaçant i\ un point de vue 
plus générale étendu cette méthode à la Géométrie de l'espace, 
L ' ri la fondant sur une Algèbre nouvelle, qu'il a nommée Calcul 
d** Qmt vriiions. Ges méthodes n'étant connues en France que 
P a r un petit nombre de Mémoires isolés, j'ai voulu contribuer 
Ji propager la connaissante, en en exposant avec détail les 
rentiers éléments, d'après les publications les plus récentes 



ftnvet tinrr richtùjen Lekre von der ReaUlàt der vwgebïich imaginàren 
Q tàs*entittAl#ebra. Prague, 1850. 

vit sut une manière de représenter les quantité* imaginaires dans foffoM- 
itra ^Utiji$ géumétriquex f Paria, 1&06 — Cet opuscule fort rare vient d'être rôim- 
primé, (\^ f i h Gauthier-Villars, 1874,) 

?) A /neige %ur c Theoria rtsiduorutn biqtmdraticortim, Commmtatïo secunda. » 
WlUn gni j 83| 
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de M* Bellavitis et de H. Tait, qui Y un et l'autre m'ont gra- 
cieusement autorisé à faire de larges emprunts 5 leurs ouvrages, 

J'ai divisé mon Traité en quatre Parties, ayant respective- 
ment pour objet principal les découvertes d'Argand, de Cauchv, 
de Rlcinann, d'Ilamitton. 

La première, dont le fond est tiré des Mémoires d'Argand v 
contient l'Algèbre des quantités complexes. 

La seconde est consacrée à l'exposition des travaux de 
Cauchy sur les fonctions qu'il a appelées monogènes et mono- 
rfromes, et que j'ai désignées par le nom plus simple de foi 
fions uniformes, traduction de l'expression mimtig emplov 
par Ricmann. J'ai suivi surtout dans cette théorie le livre de 
>L Neumann, dont j'ai cherché à donner un abrégé, J'y ai 
ajouté diverses applications empruntées tant aux ouvrages 
de Cauchy qu'à ceux de MM, Puiseux, Durège, Natani (*) f 
Schlomilch (*), Casorali ( B ), 

Dans la troisième Partie, pour laquelle j'ai principalement 
consulté les ouvrages de MM. Neumann, Durègc et Thon 
j'explique la représentation des fonctions multiformes au moyen 
des plans à plusieurs nappes de Ricmann ; j'imlique leur réduc- 
tion au cas des fonctions uniformes, fondée sur la théorie de 
le connexion des surfaces, et je termine par l'inversion de 
l'intégral* elliptique de première espèce* 

La quatrième Partie contient les premiers éléments de la 



(*) Hun mas* und Nax aki, Mathêmatigche* Wôrterbuch. — Natasi, Dit hàhett 
Anal y sis. 

(') Vorlttmçm ûber Hntthie Thaïe dit hohwm Ânalysh, (II, ïld, Jm Compt- 
ait* m der hôheten An*ilysit.) 

(*) Twrka dette fumiam di varfabili comptent* Milim\ 1869, 

(*) ÂbriU etner Théorie der complexe* FuncUonm Und der Theiafunetiotitn cintr 
Verânitcrlichen. Bftlfe, I&70. 
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méthode d'Analyse géométrique dans le plan et dans l'espace, 
fondée par Bellavitis et Hamilton sur remploi des quantités 
mmplexes. Pour préparer à la pratique de la nouvelle Algèbre 
qu'exige la méthode d'Uarnilton, et familiariser avec l'emploi 
tes nouveaux symboles, j'ai commencé par exposer, d'après 
lirassmann (*) et Hankel (*), les principes généraux de la 
théorie abstraite des opérations et ceux de la théorie des quan- 
tités complexes à un nombre quelconque de caractéristiques, 
Après avoir présenté des considérations générales sur la repré- 
sentation des points dans l'espace, j'ai consacré un chapitre h 
un aperçu sommaire de la méthode des équipe lien ces de 
Hi Bellavitis, et de son usage dans l'étude des courbes 
planes. Le reste du volume contient la théorie des Quaternions 
avec ses applications les plus simples a ta Trigonométrie sphé- 
Nque, à la composition des rotations, k la Géométrie des lignes 
L't des surfaces, à la Cinématique du point. Les limites que je 
^fc suis imposées ne m'ont pas permis d'aborder la partie la 
(dus importante et la plus intéressante des applications des 
'î Maternions, celles qui concernent la Physique mathématique. 
"°n ambition sera satisfaite si je suis parvenu à donner une 
8 de la fécondité de la méthode, et à préparer le lecteur à 
'étude des grands ouvrages dHamilton ( 3 ) et du Traité élé- 
mentaire de son éminent disciple JL Tait (*). 

J*ai cru pouvoir me permettre quelques légers changements 
dBus les notations, en vue de me rapprocher autant que possi- 
ble des habitudes reçues» Ainsi j'ai partout écrit le multiplica- 



V) AwdehmtnfjiiléhrB. Sleltîn, 1863, 

Hgen ûùer die cvmplcxt* Zahlen und ihre Functionen. Lripxig, 1867, 
\ri Lttturfs on Quaicrmons, Dublin* 1853. — Elément* of Quaittwonu London. 

t 1 ) An etemvntary Treatùton Quatertiitws. î« Edition, Oxford, ÎST3, 
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teur après le multiplicande, contrairement à l'usage adopté 
par Hamilton. Mais cette innovation ne produit aucun change- 
ment essentiel dans la marche des calculs, et rien n'est plus 
aisé que de passer de l'un des systèmes de notation à l'autre. Je 
me suis attaché à distinguer autant que possible l'espèce des 
quantités par la différence de type des lettres employées pour 
les représenter. 

Je dois adresser, en terminant, mes vifs remercîments à 
M. le capitaine Laisant, grâce auquel j'ai pu donner un errata 
étendu des fautes, malheureusement trop nombreuses, que 
j'ai laissées passer dans la correction des épreuves, et qui a 
bien voulu s'assujettir à revoir tous les calculs. 

Bordeaux, le I er septembre 1874. 
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?*£' Au lieu de Lisez 

7,1.6 56 66' 

30» 1- H arc axe 

3J, 1. 10 en rem., converge convergence. 

4 i 1. dernière.. . (a 4- bi) kn [a + 6i)* m 
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QUATRIÈME PARTIE. 



Aï>E> lications géométriques de la Théorie des Quantités 
complexes. — Éléments de la Théorie des Qnaternions. 



CHAPITRE I<*. 

SUR LA THÉORIE GÉNÉRALE DES OPÉRATIONS 



à 



§1"- 

Considérations générales* 

^*52. Nous avons vu jusqu'ici comment, à Faide des quan- 
**^s négatives, puis des quantités complexes, on parvient à 
re t***ésenter par un symbole unique tout point d'un espace à 
^**^ ou deux dimensions» et par un signe d'opération unique 
e *> semble des opérations nécessaires pour passer d*un point 
**ri autre de cet espace. Nous avons reconnu, en outre, que 
°^ symboles peuvent être soumis à un calcul dont les règles 
■^^^ïUprennent, comme cas particuliers, les règles du calcul 
****ïthmé tique. 

Si, au lieu des points d'un espace à une ou a deux dimen- 
10 Us, c'est-à-dire au lieu des valeurs de quantités dépen- 
aillés d'une ou de deux variables, il s'agit de représenter des 
°^ étions d'un nombre quelconque n de variables, ou, comme 
^^ dit d'une manière abrégée, des points d'un espace à n 
*** Onensions, les quantités complexes dont nous nous sommes 
^^«^upés jusqu'ici ne suffisent plus, et il faut introduire des 
entités complexes d'ordre supérieur, dans la composition 

19 
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pesquelles entrent an moins n valeurs numériques indépen- 
dantes entre elles. 

Mais ici la question se présente d'une manière beaueou 
plus compliquée que dans les cas simples que nous avons 
traités jusqu'à présent. 11 y a, pour chaque nombre de dimen 
sions, une infinité do représentations possibles d'un point par 
un symbole complexe, Seulement, il s'en faut de beaueou 
que toutes ces représentations se prêtent à fétablissemen 
d'un algorithme simple et régulier, Pour se guider d*uw 
manière sûre dans In recherche des règles de calcul qui con 
viennent à tel ou tel système, et qui dérogent plus ou mnin 
aux lois du calcul arithmétique, il est nécessaire de s'appuy 
sur les principes généraux de la théorie abstraite des opéra 
tions, ces dernières étant considérées indépendamment de la 
nature du mhstratum qui leur est soumis. 

8. Dans chacune des opérations fondamentales di 
bre, il y a deux choses à distinguer : la signification partie 
de cette opération dans ses diverses applications aux objets 
H las propriétés essentielles qni caractérisent cette opération 
et qui sont communes aux diverses formes sous lesquel] 
elle se présente. Par exemple, l'addition des nombres consiste 
dans la réunion des groupes d'unités; celle des longueur 
A i angles, stc, dans la juxtaposition extfrieure de ces qua 
tités; celle des forces, dans leur application à un même pom 
suivant une même direction, etc. Dans tout» >c ration 

si différentes pour le but et les moyens d'exécution, 
retrouve un cerlain nombre de propriétés commun* 
lesquelles reposent entièrement les règles qui présidente I 
combinaison de toutes ces mêmes opérations entre elles 
avec les auhvs. Ces propriétés sont exprimées par les èç 
suivant* 

1 potirfl^a' , u-hb = a' + b; 
2? a + (b + c) — (a h- b) + ci 

ti \ Û — + a — a . 
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C'est leur ensemble qui constitue proprement Y addition; on 
pourra appeler de ce nom toute opération, quels qu'en soient 
r objet et la nature, qui jouira de ces quatre propriétés, et lui 
appliquer immédiatement les règles établies pour l'addition 
arithmétique. 

35 i. Lorsque nous avons montre comment on avait été 

amené a introduire de nouvelles espèces de quantités, telles 

que les quantités négatives et les quantités complexes, nous 

avons fait voir en même temps que Ton devait modifier la 

nature conentr dee opérations, et donner pour celles-ci de 

nouvelles définitions, fondées sur l'étude directe des nouvelles 

quantités. Ces définitions posées, nous avons commencé par 

^at a rainer si Y opération modifiée jouît encore de toutes les 

Propriétés de l'opération primitive qu'elle remplace, et qu'elle 

comprend comme cas particulier. Pour les cas. qui se sont 

Présentés jusqu'ici, nous avons généralement reconnu la per- 

&1 st£itiee des propriétés fondamentales, du moins en ce qui 

Concerne les opérations directes. Il en est résulté que nous 

1 * *'» Vuns pas eu a modifier les régies de l'Algèbre des quantités 

^^^lles pour les appliquer aux opérations directes relatives aux 

I*-*ï*ntités complexes. Quant aux opérations inverses (extraction 

*^s racines, résolution des équations, etc.), la considération 

8 quantités complexes a permis de donner a cette partie de 

-Ylgèbre une généralité et une symétrie qui lui eussent 

r 2 * briqué sans cela. 

355, Mais il n'en sera pas toujours ainsi pour les espèces 

^^ quantités que nous aurons à considérer dans la représen- 

^tion des espaces a plus de deux dimensions. Il pourra se 

^*ît*e que certaines des propriétés dont joujt une opération 

^**ïtfainétique deviennent incompatibles dans l'opération nou- 

^«He que Ton est porté a lui assimiler. II importe alors de 

^^voir, parmi les régies déduites de ces propriétés en Arith- 

T *»i_ fc tique, quelles seront celles qui subsisteront pour les 

Nouvelles quantités et quelles modifications les autres devront 
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Subir, On conçoit dès lors quelle doit rire Futilité d'une 
élude générale et abstraite des opérations, fondée uniquement 
sur les propriétés qu'on leur suppose, et sans aucun égard a 
la manière dont ces propriétés ont élé établies, non plus qu 1 
l'existence ou a la noii^ xistence d'objets réels auxquels ce 
opérations soient applicables* 

356. En raison de la multiplicité des moyens de passer 
d'un point donné à un autre point donné dans un esp 
n dimensions, on peut choisir de plusieurs manières Uni la 
composition des symboles représenta tiTs de ces points, que la 
définition des opérations fondamentales pour le passage d'un 
point k f autre. Four se guider dans ri.' choix, on observera que t 
un espace à n dimensions comprenant comme cas parti- 
culiers les espaces d'un nombre de dimensions moindre, les 
règles de calcul qui correspondent a n dimensions doivent, 
pour être générales, s'appliquer aux espaces d'ordre inférieur, 
et contenirj par conséquent, comme cas spécial, les règle 
établies pour ces espaces plus simples. C'est ainsi que le 
règles de calcul des quantités négatives contiennent celles A 
quantités arithmétiques, et sont contenues à leur tour dans 
celles des quantités complexes. Ce principe, que Ton doit 
observer dans les généralisations successives, nous l'appel- 
! il uns, suivant l'expression proposée par Hankel» le principe de 
ntince des règles de calcul, 

Eu vertu de ce principe, tout calcul fait pour lesquani 
généralisée* doit s'appliquer aux quantités d'ordre inférieur; 
la généralisai ion ne pouvant introduire de nouvelles pro- 
priétés, ni donner lieu, par conséquent, à des règles qui 
citeraient pas déjà des propriétés antérieurement adr 

857, Hais il peut se faire que quelques-unes des propj 
des opiT.itiniis disparaissent dans la généralisation, ce qui fi 
permet plus de pratiquer les simplifications précédemment 
permises. Lorsque plusieurs propriétés deviennent contradie— 
Inirrs, §t que ron est forte dVn sarrifW qurlques-un 
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<foït alors chercher à conserver les plus importantes, relies 

ÇUi se prêtent le mieux à rétablissement des règles de calcul 

.simples ri générâtes. C'est là, en quelque sorte, le principe 

réciproque du principe do permanence. Mais on ne peut donner 

sur son application de règles plus précises, et la question doit 

*Hi*e directement posée dans chaque cas particulier. 

358. Les considérations que nous allons exposer ne se 
bornent pas seulement aux combinaisons immédiates des 
quantités simples ou complexes; elles s'étendent aux combi- 
naisons des signes d'opération, et même aux combinaisons 
ci" idées de nature quelconque, pourvu que le sens des signes 
que nous emploierons puisse toujours ôtre défini sans aucune 
ambiguïté et avec la précision mathématique. Aussi éviterons- 
nous d'employer le mot de quantités, en parlant des suhstrata 
■le ik>s opérations; nous les désignerons par le terme plus 
vague et plus compréhensif tï objets, également applicable au 
°oncrct et à l'abstrait. 

359» Deux combhiftisons d'objets sont dites égales entre elles, 
1 CH* S q U ' e ]! (?s p ett y en | se remplacer mutuellement, sans que le 
^^^ultat soit altéré. 



II. 



Propriétés générales des opérations. 



360. Si a et 6 désignent deux* objets de nature quelconque, 
mblable on différente, nous représenterons par le signe 

^'^tun troisième objet formé par une combinaison ou opéra* 

**on quelconque faite sur les deux premiers. 

361. L'opération rt sera dite uniforme, si t 
C*) pour ! , " ' ona nécessairement a^b — a*^b\ 



m 
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Elle sera dite associative, si, a, 6, c étant trois objets quel- 
conques, oa a l'égalité 






(ar\$)**ô = a^yb^c), 



Dans ce cas, la valeur commune de&deux membres pourra 

&ô désigner convenablement, en supprimant les pan 

par 

En étendant celte notation, on a, en vertu de ta propriété 
associative, 

et ainsi de suite. On voit que, quel que soit le nombre des 
objets qui doivent Être successivement combinés par un* 
ration associative, on peut toujours remplacer plusieurs objets 
consécutifs par le résultat de leur combinaison, et vice versa, 

362. Une opération est commutative, si Ton a, quels que 
soient a et b f 
(3) a^6 — b^a. 

863. Exemples. L'addition et la multiplication ariti 
tiques sont «1rs opérations uniformes, as&ooialivea el oommiK 
tatîves. En effet, les é-alilés précédentes subsistent, lorsqu'un 
y remplace le symbole général ^ soit par le signes-» soit par 
le signe X* 

364. Une opération peut être associative aaos «tre eommu- 
UtiVô. Nous en verrons plus tard un exemple dans la multi- - — 
plication des qua ter nions. 

Vue opération peut être commutative sans être associative, — 
Telle est l'opération qui consiste à prendre la moyenne 
arithmétique de deux quantités; on a, en effet, 



n^fr — 



= b^a , 
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tandis que 

a-t-6 



(a^6)^c=- 



4-c 



2 
n* est pas égal à 

b + c 

a^(b^c) = g 

Enfin, une opération peut n'être ni associative ni comrauta- 
tive Ainsi, le résultat de l'opération exponentielle 

a^b = a*, 
diffère de 

b^a = b*; 
de plus, 

(a^b)^c = (a*y 
n*est pas égal à 

365. Si Ton représente par les signes ^ et î deux opérations 
quelconques de nature différente, l'opération ^ sera dite 
attributive relativement à l'opération î, si. Ton a 

(*>- ' (a J tb)*c=(a*c) J t(b*c), 

°u encore 

( 5 ) a*{bU) = (a*b)î (a^c) . 

Dans le premier cas, elle sera distributive par rapport à son 
Premier terme; dans le second, elle le sera par rapport à son 
second terme. 

Ces deux définitions de la distributivité coïncident évidem- 
Iïle nt, si l'opération ^ est commutative. Car de la propriété (4) 
0ï * tire alors 

a*(bîc) = (bîc)^a = (b*d)î(c*a) = (a*b)î (a^c) , 
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C'est ainsi que la multiplication arithmétique est distribu- 
tive relativement à l'addition, puisqu'on a 

(fl + |i)Xc = aX(J + iXc, 
ax(J + c) = aXi+aXc } 

équations qui sont la conséquence l'une de l'autre, en vertw^ 
de la commutativité. 

L'élévation aux puissances est distributive relativement à I^=sa 
multiplication, par rapport à son premier terme, puisque I'o^ki 
a, conformément à l'égalité (4), 

(a x &)• = a 9 X b° ; 

mais elle ne l'est pas relativement à son second terme, cair 

a h *° n'est pas égal à a h Xa*. 

366. Les opérations peuvent encore jouir d'autres propriét«^S s 
spéciales, qui servent à les caractériser, et qui se rapporte^ :^r«t 
à des déterminations particulières des objets. 

L'addition, par exemple, jouit de la propriété que, si Fi 
quelconque des deux termes s'annule, le résultat se réduit 
terme restant, c'est-à-dire que l'on a 

d^0 = a, 



< 6 > !<w = «, 

l'une des deux équations découlant ici de l'autre, en vertu 
la commutativité. 

La multiplication jouit de la double propriété que, 1° si 1' *. 
des objets s'annule, le résultat s'annule, 

(7) |0-a = 0; 

2° si l'un des objets se réduit à l'unité, le résultat se réduit 
l'autre objet, 

(8) j«~l = a, 

les deux égalités (7) découlant l'une de l'autre, de même (J 1 
les égalités (8), en vertu de la commutativité. 
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367. Ces propriétés générales, exprimées par tes équations 

(I) à (8), suffisent pour établir toutes les règles de l'addition 

et de 1;j multiplication algébriques, d'où il s'ensuit que ivs 

mémafl règles s'appliqueront à toute opération qui jouira des 

Otéme* propriétés que l'addition ou que la multiplication. C'est 

ce que Ton exprimera d'une manière abrégée en donnant à 

te opération le nom d'addition ou de multiplication. 

Ainsi on pourra nommer addition toute opération qui sera 

1° uniforme, 2° associative, S commutative, 4° qui satisfera 

aux conditions (6). 

On pourra nommer multiplication toute opération qui sera 
1+ uniforme, 5° associative, 3° commutative, 4° distributive 
relativement à l'addition, 5° qui satisfera aux conditions 
(ï)et(8). 

Les opérations ainsi nommées se combineront suivant les 
régies correspondantes de l'Algèbre ordinaire. 



§ III. 

Des opérations inoerses. m 

368. Supposons un objet c déterminé au moyen de deux 
a Utrcs a et b, par l'opération 

* arrivera généralement que l'un quelconque des objets a, b 
a ^r^i aussi déterminé, lorsque Ton connaîtra l'autre et en 
^fc^tnc temps l'objet résultant c. L'opération qui sert à trouver 
** connaissant a et c, ou a connaissant b et c est dite une ope- 
**♦*% iuh ttnene de l'opération directe marquée par le signes 
^Oijs indiquerons cette opération inverse par le signe précédent 

r **ti versé ^. 

369. Si l'opération directe^ est commutative, l'équation 
1&} pourra s'écrire aussi sous la forme 
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et par conséquent a sera déterminé au moyen de 6 et de c par 
la même opération que b au moyen de a et de c, de sorte que, 
en désignant, comme nous venons de le dire, cette dernière 
opération par le signe ^, on aura à la fois 

(10) b = c^a, 

et 

(îoy h = cWj. 

Dans ce cas l'opération ^ n'admettra qu'une seule opération 
inverse. 

M;iis, si l'opération directe^ n'est pas commutative,les 
équations (10) et (10)' ne seront plus vraies ensemble, ei, 
lieu d'une seule opération inverse, il y en aura deux distinctes, 
suivant que Ton aura pris pour inconnue le second ou le 
premier terme de la combinaison a ^ fc, 

Sî Tun désignée toujours par ^ L'opération qui donne h au 
moy»ML dti 6 tf de ", il faudra alors prendre un autre signe, le! 
que wf g pour Topera tîon qui donne a au moyen de c et de ft, 
et la relation (10)' sera remplacée par cette autre 

P*r exemple, l'addition et la multiplication arithmétiques, 
étant des opérations eommutatives, n'auront, chacune, qu'une 
seule opération invei 

L'opération exponentielle 

n'étant pas commutative, admettra deux opérations inverse 
définies par les égalités 

b —c^a = log rt c, 

370. Par la définition même de l'opération inverse ^, on a, 
;i cause dec^a=(a^6)^a f l'identité 

(12) ^b)~a = k* 

qui peut élre eonsidéiï-c cumme la définition de l'opération 
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I>e même, de l'égalité (11) résulte l'identité 

ni peut être considérée comme la définition de l'opéra- 
tion ^>\ 

37 L L'égalité (9) peut s'écrire, en vertu des égalités (10) et 
(id), sous les deux formes 

(14) a^ic^a) = c, 

(15) (c^'b)~b = c, 

qui définissent l'opération ° comme inverse de chacune des 
opérations ^ et w\ 



371 Si l'égalité 



a^b = u^tb' , 



ne peut subsister qu'avec l'égalité b = b\ c'est-à-dire si le 
résultat de l'opération * change nécessairement lorsqu'on fait 
varier le second terme b t alors l'opération inverse *-*, définie 
par l'égalité (10) sera uniforme. Cela revient à dire que l'équa- 
tion 

a^x = e , 

* où * est l'inconnue, n'admet qu'ne seule solution, laquelle est 
donnée par la formule 

De même, si l'égalité 

a^b ■=. a* r*b 

^traîne r égalité a^=a\ l'opération inverse w', définie par 
'égalité (II), sera uniforme, et l'équation 

Xr\f) = c 

ûâll i*a qu'une seule solution. 
Lorsqu'une opération est uniforme en mémo temps que ses 
er ^tions inverses, nous dirons, pour abréger, qu'elle est 
m Ptétement mit forme, 
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373* Par exemple» une somme variant nécessairement lors- 
qu'un de ses termes varie seul, son opération inverse, la sous- 
traction, est uniforme. Il en est de même de la division, inw 
de la multiplication, sauf le cas où les deux termes du quo- 
tient sont nuls, a X ne variant pas avec a. 

Les deux opérations, P% % log^c, inverses de l'opération expo- 
nentielle, sont uniformes au point de vue de l'Arithmétique. 
Mais au point de vue algébrique, l'expression 

ar\b = a* + or* = e 

ne variant pas, lorsqu'on change b en — i, il en résulte 
l'opération inverse qui donne 

b — c^a 

donnera pour b deux valeurs égales et de signe contraire; elle 
sera donc biforme. Il en sera de même pour l'opération InTO 

de a^6 ===«*— ( — a)*, qui détermine a, lorsque 6 sera un 
nombre entier et pair, 

Enfin, au point de vue des quantités complexes, l'opération 

inverse, de \fc f l'exponentielle admet b solutions pour 6 entier 
(art. 70) ; l'opération log,c en admet une infinité (art, 87), 



§ IV, 

Propriétés fies opérations associatioes* 

Mi. Étudions maintenant les propriétés les plus essen 

tielles des opérations associatives , et établissons certaines^» 
formules importantes concernant ces opérations. 

Supposons que l'opération directe * soit uniforme et asso* — *i 
ciative, et soit ^ son opération inverse, définie par lVquj 
lion (12) 

(a^b)^a = 6. 

Considérons l'expression 

x = (a^b)^c. 
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Substituons successivement chacun des deux membres de cette 
égalité à ta place du second terme y de l'expression b^y, ou , 
comme nous le dirons d'une manière plus abrégée, opérons 
par b^ sur chacun des deux membres de l'égalité. L'opéra- 
tion ^ étant uniforme, il viendra 

L'opération •*» étant associative, le second membre pourra 
s'écrire sous la forme 

en vertu de T égalité (14), d'où 

Opérons maintenant par ^b sur les deu* membres; on aura 
d'après (12), en mettant pour w sa valeur, 



(16) 



(a^b)^c = (a^c)^b . 



Ainsi, dans le cas même où la multiplication n'est pas 
^nimutative, et où la division est définie par l'égalité 



on a 



dividende — diviseur X quotient, 



375, Soit maintenant l'expression 

g^z=(a^b) SJ c; 

0t * aura [éq. (14) et (12)], en opérant par c^, puis par ft^ t et 
etl fin par^(6^c], 9 

br>{c<>x) = {b^c)^x = b^{a^b) — a , 

[(br\c)^T]^(b^c) = a: — a^(b^c) , 




'onc 




=: rt^(fc^r i 
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Ainsi 








C 


a 

b.e ' 


376. Soit 


encore l'expression 






x = (a^ 


b)^c. 


On trouvera successivement 





c^x = c^[(a^b)^ f c] = a^b , 

(c*x)^a= (a^fc)^a = b = (c^a)^x[éq. (16)], 

b^(c^a) = [(c^a)^x]^(c^a) = x, 

d'où Ton tire la relation 

(18) b^(c^a) = (a^b)^c 9 

puis, en ayant égard ti l'égalité (16), cette autre relation 

(19) b^(c^a) = (a^c)^b. 

Ainsi 

— — — — ? h 
c /c\ c* 



377. Nous appellerons module d'une opération ^ un objet ** 
qui, combiné à l'aide de cette opération avec un autre obj e * 
quelconque a, donne pour résultat l'objet a lui-même, *^ € 
manière que Ton ait, quel que soit o, 

(20) arsm = a. 

Pour l'addition, m=0; pour la multiplication, m=l. 
On a, par le principe associatif, 

d'où, en supposant l'opération complètement uniforme, 

m^c = c. 

Donc l'équation (20), jointe aux propriétés d'associativité — 
d'uniformité complète, entraîne l'équation 

(21) m^a = a, 



DES QUANTITÉS COMPLEXES, 303 

lire que la propriété du module subsiste, qu'on le 
pour premier terme ou pour second terme de la coni- 

deplus[éq. (21) et 10)], 



prié té du module, exprimée p^\r requit ion (20), a donc 
ssi pour l'opération inverse relative au second terme, et 
>ar l'équation (jQ) 

En opérant par ^o sur Féquation (20), on a 

n oh tient le module d'une opération en exécutant Topé- 
inverse v sur un objet quelconque, combiné avec un 
bjet identique au premier. 
ainsi, pour l'addition, m = a — a — 0; pour la inulti- 

a A 

on , m = - = 1. 

a 

Nous venons de voir que chacune des trois combi- 

is a^m, m^a, a^m se réduit à a. Il nous reste à cxa- 

la combinaison m^a, qui n'a plus la même propriété, 

ipellerons le résultat de cette combinaison l'objet fém* 

le l'objet a T et nous le représenterons par la notation 

près cela, dans le cas de l'addition, l'objet réciproque de 
— a ou — a; dans le cas de la multiplication» ce 

eux objets a et a sont dans une relation de réciprocité 
le. En effet, la relation (18) donne, en y Taisant 

a est F objet réciproque de at=m^a. 
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380. L'introduction du signe de réciprocité permet de re 
placer une opération par son inverse. En effet, 
1° L'égalité (16) donne, en y faisant a=m, 

(m^c)^b = (m^b)^e 9 

c'est-à-dire [(24) ,(20)] 

(25) c^b = b^c( i ). 

Ainsi, 

c_i 

b~i m€m 

2° De même, l'égalité (18) donne, en faisant c = m, 
b^(m^a) = (a^ft)^m, 
c'est-à-dire [(24), (22)] 

(26) a^ft = ft^â. 



Ainsi 






® 

8° Faisant, dans (19), b= m, on a 



ou 

(27) a^c = c^a , 

c'est-à-dire qu'en échangeant entre eux les deux termes d'u 



(') En particulier 

(25)* a^a = ar>a = m, 

ou, en changeant a en <T, et remarquant que a est le réciproque de a , 
(25)* # âr>a = m. 

Donc l'opération directe entre un objet et son réciproque est toujours commutai 
et donne pour résultat le module. 




c b.c 

38 L À l'aide de la notation des objets réciproques, on peut 
écrire les équations (16), (17), (1$), (19) sous la forme 

C*"30j i^ (p r\ a ) = ((j^c) r\ a = {b^c)^a = {c^b)^a , 

T 

Po 



ia^cj^h — c^ (a * b) — {c^a) *b , 

oes nouvelles égalités transforment les formules établies 

°Ur l'opération inverse, laquelle n'est pas associative, en 

rnutes associatives, relatives seulement à l'opération 



1 rtvclc- 

kïi82. Supposons maintenant que Topé ration directe rt ne 
tt plus seulement a$tociativ$ 3 maia encore cmnmutativej de 
ï*te que Ton ait, pour deux objets quelconques 
Ia^fr — &^a. 
*■■**> pourra alors, aux formules précédentes, en joindre quelques 
*tres, 
formules (12) et (U) donneront les suivantes, 
(b^a)^a=b, 
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Dans l'équation (17), remplaçons b par b^>c t on aura 

d'où, en opérant par c^, 

Donc, si ^opération ^ est commutât!?*, on aura la relation 

(84) * a^(b^c) — c^(a^t) . 

Ainsi, dans le cas où ^ représente la multiplication arithraé- 
fique, qui est com mutât îve, on a 



38fl. Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, que-- 
l'opération directe r\, pratiquée sur une série d'objets 



(A) 



a , b , c , 



était toujours possible, et donnait pour résultat un obje 

appartenant h cette même série, que nous appellerons la serf 

directe. 

Mais il pourra bien se faire que l'opération inverse ne soi 

pas toujours possible aux mêmes conditions. Par exemple,: 

la série (A) se compose des nombres positifs et entier 

a 
résultats des opérations a — b et ^ pourront bien ne p;> 

exprimables par des nombres de cette série» 

L'opération inverse ^ sera, dans ce cas, impossible, à n 
que ton m puisse ajouter & la série (À) une série compl- 
monta ire, et que les opérations, directe et inverse, m 
être généralisées dv manière à Rappliquer aux objets de 
nouvelle lérie, et il faire passer d'une série à l'autre. 

Ces! à Oitti condition que la définition des quantités 
proques, donnée au n° 379, peut être acceptable dans toi 
les cas. 



Ja 
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384. Supposons que l'opération directe, ainsi généralisée, 
conserve sa propriété associative, ce que Ton devra constater 
dans chaque cas particulier. Dès lors, toutes les formules 
établies jusqu'ici et fondées sur cette propriété continueront à 
subsister. 

Kn particulier, il résulte de l'équation (27) que les deux 
objets a^6 et b^a seront réciproques l'un de l'autre. 

Si donc Tune de ces opérations est exécutable au moyen 
des objets de la série directe (A), l'autre opération conduira à 
un objet de la m 

(À) â , l s c , , . . , 

formée avec les objets réciproques de ceux de la première, et 
que nous appellerons la série réciproque. 

S'il en est ainsi, toutes les équations (25)-(31) auront lieu 
pour l'ensemble des deux séries (A) f (À) v et l'on pourra, en 
remplaçant un objet <Jc Tune par son correspondant dans 
' Autre, transformer une opération dans l'opération inverse* 

Si l'on admet, de plus, que l'opération ^ soit commutative 
Pour les objets des deux séries, les formules (82)-(3£) conti- 
n Ueront à subsister après la généralisation, 



§v. 

De la propriété distribua v<\ 

385. Soient deux opérations directes différentes, que nous 
iiis par les signes î et ^. On peut exprimer [365] de 
*\ix manières différentes la distributivité de la seconde par 
apport *j ta première, en disant qu'elle est distributive soit par 
r **pporl au premier terme, soit par rapport au second» cest-à- 
** *re que l'on a Tune ou l'autre des deux équations 



*) 



CH^T C) = {a*>b)t (u^c) ■ 
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Si les deux équations (35) et (36) ont lieu eo même temp: 
la distributivité sera complète. On aura alors 

Si Topera t ion f est associative, on devra donc avoir, 

transposant les crochets, 

et par suite, si cette même opération est complètement m 
forme f372], il faudra que Ton ait 

(u^d)î(b^c) = (&^c)î(a~<f) t 

et comme a^rf et 6^c sont des objets quelconques, l'opé- 
ration f devra être, de plus, commutatiw. 

On voit donc que, l'opération | étant supposée associative & 
complètement uniforme, la condition nécessaire et suffisante 
pour que la dislributivité, par rapport à f, de l'opération <*i 
relativement à l'un de ses termes entraine la distributivît* 
relativement a l'autre, est que l'opération f soit corumulatîv**- 

386. Considérons maintenant les objets 5e la aérie 
réciproque de (À) par rapport à l'opération | ( l ). En fai^nt 
6 = 5 dons l'égalité (85), il vient, à cause de a îâ=[it[eq. (£>)** 
art, 380, Note], ut étant le module de l'opéra tion J, 



(*) t»ar exemplcsi J eil le signe -f de raddilïon, ta série (A) sera 11 sérte 
quant ilés négative*. 



Je* 
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et, si l'opération r\ est telle que Ton ait (*) 

(37) l irs C = t i i 

on en conclura 

d'où, en désignant par l l'opération inverse de f* et opérant 

parj(a^c), 

(38) â^c = iil(a^c) = a^c, 

c'est-à-dire que a^c est l'objet réciproque de a^c par rapport 
à l'opération f. 

Posant, de même, c=b dans l'égalité (36), et admettant 
<ïue l'opération ^ soit telle que l'on ait (*) 

(39) a"p = p, 

°n trouvera 

0*0) a r>B=â^b, 

°*eBt-à-dire que a^l est le réciproque de arsb. 

Enfin, on a, dans l'hypothèse de la distribu ti vite complète, 
^ cause des relations (38) et (40), et en admettant les égalités 
<S7) et (39), 

(aîâ)^(ftf5) = f*^f* = f* 

= (a^ft)î (a^5) î(â^6) î(â^5) 
= (a~ft)î(ô^î(ô^)î(â^5) 
= fxî(â^6)î(â^ï) = (ô^î)t(a^Ç), 

<^où, en opérant par j(ei^6), 

(41) a^l = [il(a^b) = ar>b. 
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Exemples : 

(~ ft)Xc = — (frxc), 

ax(—c) = — (axc), 
(—a)X(-b) = (axb). 

387. Considérons enûn la combinaison de l'opération 
l'opération ^ inverse de ^. On a, en supposant *s asso 
et distributive relativement à î, 

(b*d)*[(a^b)Uc yJ #)] = [b^d^(a^b)]î[b^d*{c^ 
= (b^d^B^a)^ (b^c) , 

d'où, en opérant par ^(br\d) 

(42) (a^fr)î(cW) = [(6~i^ft~a)î(&^c)M&'Nrf) ! 

le second membre n'étant pas, en général, suscepti 
réduction, à moins que l'on n'ait d = b, auquel cas 

b"[(a^b)î(c^b)] = [br>(a^b)]Ub^{c^b)] = a\ 
et par suite 

(43) (a^b) / t(c KJ b) = (aU)^b, 

ce qui est d'ailleurs une conséquence du principe disti 
puisque cela revient à 

(R^a)t(B^c) = b^(aî c) = (aï c)^b; 

ou bien encore à moins que l'opération r\ ne soit commu 
alors on a 

(44) (a^b)U^d) = [(arsd) / t(c^b)]^(b^d). 

388. Si l'opération ^ n'est pas commutative, on a 

(45) (a^b)^{c^d) = b^a^d^c , 

ce qui se réduit, dans le cas dé la commutativité, à 

(46) (a^b)^(c^d) = (a^c)^(b^d). . 
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889. En changeant les signes | et r% respectivement en 
+ et X » on obtiendra les formules qui expriment les règles 
de la multiplication et do la division , avec ou sans commu- 
tativité. 

Ainsi, dans le cas de non-commutativité, on a 

b.d. T .a + bc 
a c __ b 

fc + 3~ bd ' 

a c 1 1 

Dansie cas de la commuta tivité, on retrouve les formules 
connues. 
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CHAPITRE II. 

DES QUANTITÉS COMPLEXES SN GÉNÉRAL 



Propriétés générales. 

390, Soient tj, i,, îj, .. . diverses quantités constantes, irré- 
ductibles entre elles et avec l'unité qui sert à former les 
quantités numériques ou réelles. Appelons ces quantités des 
unités imaginaires, par analogie avec la dénomination adoptée 
jusqu'ici pour désigner la quantité i = V — i . 

Nous supposerons chaque unité imaginaire » è susceptible 
d'addition avec elle-mèim?, et par suite aussi de multiplication 
et de division par un nombre quelconque entier, fractionnaire 
ou incommensurable, positif ou négatif ( 1 ), 

Nous admettrons que l'addition dune unité imaginaire avec 
elle-même et ses multiples jouisse des mêmes propriétés que 
l'addition arithmétique, et il en sera de même, par conséquent, 
rie la multiplication ou de la division par des quantités réelles. 
Ainsi l'addition et la multiplication par un facteur réel sont 
des opérations uniformes et associatives. L'addition est com~ 
mutative; la multiplication lest eu ce sens que nous poserons, 
par définition, a étant une quantité réelle. 

i » X a = a X i* ; 



(*) On pourrait même, en vue ùû certaine» recherches aifeUriques, considéra \ 
multiplication d'une unité imaginaire f* par une quantité complexe ordinaire, de h 
forme ct-(- $L Mais cette extension n'étant d*aurun usage dans les applications qw 
nomjnoui proposons de traiter, nous non* contenterons de ta mentionner i& 
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3rte que nous représenterons le produit indifféremment 
par t É a ou par a i», La multiplication par un facteur réel est 
distnbutive pour les polynômes formés avec une même unité. 
Enfin la multiplication jouit des propriétés exprimées par les 
équations 

flXO = ÛX<ï-0 J axi^iXd- a . 

D'après cela, on aura, par exemple, 

fi . a = a. h s f* -0 — . û = 
•V • (a+ b) = (a-hb)< ù = aih-tb r k , 

1 et b étant des quantités réelles. 

891. Supposons maintenant qu'avec différentes imitée fapt- 
ginaires t,, i,, *«,on ait formé des monômes à coefficients 
réels »,fif a iU» Appelons addition une opération exé- 
cutée sur ces monômes, et jouissant de toutes les propre 
[essentielles de l'addition arithmétique, c'est-à-dire une opê- 
ration uniforme, associative, commutative, et satisfaisant à la 
condition « + = -\-u=--a. La manière dont cette opération 
s'effectuera dépendra delà nature des unités imaginaires, 
882, Cela posé, nous appellerons quantité complexe toute 
expression linéaire par rapport a des unités imaginaires, et de 
la forme 

a it a t t a t ( • ♦• étant des quantités réelles, 

m supposerons que l'opération qui relie les divers termes 
delà quantité complexe et que nous appellerons addition est 
commutative comme l'addition ordinaire. 

Si les unités imaginaires distinctes *,, f,,-*-» sont au 
nombre de n, nous dirons que la quantité complexe sa! de la 
**•* chue. Une quantité complexe ordinaire est ainsi de 
'* première fiasse. 
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les unités imaginaires distinctes autre elles ; c'est-à-dire qui 

unités ne devront satisfaire à aucune relation linéaires 
coefficients réel s , de la forme 



(1) 



i + V* + r tH + 



+ «*ù = , 



où les- nombres a, , o£ lt ..*, a„ ne seraient pas fow* wb iq* 
irmrnt. 

Do cette hypothèse il résulte que, toutes les fois qu ~xm~ 
calcul, fait sur des unités imaginaires distinctes, conduira 
une équation de la forme (1), cette équation se décoinpo&eiK: 
nécessairement dans les n -h 1 équations 






0, m t =Q t «,^0, 



, = 0, 



304, Telles sont les propriétés que nous supposerons iTabo :»~ <• 
exister chez les quantités complexes dont nous nous occupa ^& 
rons. L'établissement même de ces propriétés dépend d * 
considérations spéciales qui donnent naissance i\ ces quantité *^i 
et nous les démontrerons en même temps que nous étudiera m^ms 
la représentation des objets concrets à l'aide des symboles coi-"* 3 * 
plexes. 

305. En suivant la marche tracée dans les raisonnemerv 
généraux du Chapitre précédent, on parvient sans peine- 
établir les formules suivantes. 

Désignons, pour abréger, par ^a É i t (i a représentant l'un * 1 
numérique) la quantité complexe 

<i h- aJi -h ... + a*t». 
# 
De la commuta tivité de l'addition des termes d'une quanti *-' 

complexe et de la distri but i vite de la multiplication d'u^*" 1 * 

même unité par des facteurs réels résulte la formule 

De a k + b t s b k + a k on tire 
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L'addition de deux quanti^'s complexés, formées avec les 
mm unités, est donc comraulativi». 

On verra do me me que cette addition est associative, cVsl- 
lira que IV u ;i 

(^AéIé H- £*lh h) -f- £àCà h = Zâ *i h + (^ fc h + 2àC* I *). 

LVgaJité ^flkt\^=^^f\ pouvant s'écrire 

on en conclut [393] a A — 6* = pour toutes les valeurs do 

l'indice *. Donc deux quantités complexes, dont les unités 

sont tootoi (fiïttttïfrs, ne [mirent être égales qu'autant que les 

fficients des mêmes unités sont égaux, de part et d'autre. 

Suit une quantité complexe 

> = it i H-a l i , J -h... -httJn. 

'h pourra remplacer dans le calcul une quelconque î, des • 
unil^s complexes par cette quantité;. On a, en effet, le coeffi- 
cient^ étant supposé différent de zéro, 

I Jtion<|ui exprime i\ en fonction des n unités 



nouvelles unités sont distinctes; car s'il existait 
tre elles une relation linéaire de la forme 



r * y mettant pour; sa valeur (5), cette relation se changerait 
r * une relation linéaire entre les anciennes unités t n j„ , , . , ^ 
^ Vaine seraient plus distinctes entre elles, comme nous les 
apposons. 
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Il s'ensuit de là que, si j,,;,, . . .,;. sont des fonctions 
linéaires de t M / a , . * , , i mi telles que 

> t = «ô + olr, + ... + a«i«, 



; w — off+a^-4-...H-aMk, 



et dont le déterminant 



*;*;«„•£ 



ne soit pas nul, ces n fonctions j, pourront être considérées 
comme de nouvelles unités imaginaires! distinctes entre elles 
et pouvant remplacer les unités primitives i*. 

397. On entend par produit de deux quantités complexes 

A = d( + i t f| + .., -h Ski* — 2àa*t\ f 
b ^ b 4- b t t, H- ... + M. = i 6i îi , 
formées avec le même système d'unités imaginaires, l'expres- 



sion 



kë— 2dfe&-JL h*== i* 1 * 6 ' i * , '> (*» ' = ° » * * •♦• 9 ■) i 

formée d'après le principe distribut if de la multiplication des 
polynômes [25] et suivant les règles de la multiplication ordi- 
naire des monômes, si ce n'est en ce qui concerne la multipli- 
cation des unités imaginaires entre elles, laquelle n'est pas 
généralement commutative. Ainsi il n'est pas permis 
réduire ensemble les termes en 4 ù et ceux en f, i è . 

Le sens que l'on attache h un produit de deux unités imagi- 
naires §n i t peut varier a l'infini. C'est la définition spéciale 
d'un tel produit qui forme le caractère propre «le telle ou t» 
espèce de multiplication des quantités complexes- Nous verrons 
des exemples de la manière dont une telle définition peut 
s'établir. 

398, Nous supposerons seulement, dans ce qui va suivre. 
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que la multiplication des unités soit une opération associative, 
c'est-à-dire que Ton ait 

On conclut de là que 

= 2â «i h«L (û û) L = 2âQh bicj k (i t i m ) 

multiplication de plusieurs quantités complexes est donc 
associative» dès que celle des unités imaginaires jouit de cette 
propriété, 
De plus, 

\2â^u -4- 2à bkik) ^c^L — Zà («h + h) h *£iC m i m 
= 2à{Q* + h) cJkL = 2âaàCj k (m + iàbuCmUim 

la multiplication des quantités complexes est distribut i\o 
par rapport à son premier facteur. On prouverait de même 
qu'elle est distributive par rapport à son second facteur» et 
par suite qu'elle est complètement tîistrihulire (art, 385), 

399. De la définition de la multiplication résulte son uni- 
formité* Mais nous verrons que celle uniformité n'est pas 
toujours réciproque, et qu'un produil peut, dans certains cas, 
rester invariable, lorsqu'un seul de ses facteurs varie. Par con- 
séquent, l'opération inverse de la multiplication, c'est-ù-dïre 
la division, peut quelquefois être indéterminée, 

D, Un produit de deux quantités complexes se présente 
immédiatement sous la forme d'un polynôme du second degré 
par rapport aux unités imaginaires, et par conséquent sous la 
forme d'une quantité complexe d'un degré supérieur nu 
premier. Si foû conservait le produit sous cette forme, il 
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faudrait regarderies carrés et les produits des unités imagi- 
naires primitives comme de nouvelles imités, que Fou pourrait 
appeler unités imaginaires du second degré. De même, un 
produit de trois facteurs amènerait des unités du troisième dajrc, 
et ainsi de suite, 

Dans la théorie des quateruions, nous n'aurons pas l*o< 
sion d'employer de système de cette nature, et nous ferons 
seulement usage de quantités complexes formant nu système 
limité, dans lequel les carrés et les produits deux a deux des 
unités primitives seront exprimables par des fonctions 
linéaires de ces mêmes unités. On eonclura de là sans peine 
ijif il en sera de même des puissances et des produits quelcon- 
ques de ces unités, et par suite des puissances et des produits 
quelconques des quantités complexes qui en sont formées, 

401, Dans les calculs où il n'entre qu'une seule unité un i- 
ginaire, combinée avec des quantités réelles, la multiplication 
est commutative, et se fait exactement par les mêmes règles 
que celle des quantités réelles. 

402* Soit maintenant un système d'unités imaginaires 
t\, i tt . , . f i m , au nombre de n, et supposons que le produit ilé 
deux quelconques de ces unités soit do la forme 
! É || = f Q 4- f l i l -4- ... + f m i m . 
En considérant les produits de Tune des unités t t p*v^ 
les » — I autres, on devra donc avoir» — 1 équations de Va 
foras 

^1, == fc« -*- &t », + ... + M* , 

U's = £* + Mi -h -« + € *i 



(-•lu * 



'j t == '*o + *| h + ••■ •*- *■'• 9 

que Ton peut écrire ainsi 

(A, — «,)', + Ma + ••• + b n ù = —bt—b i i t , 
c t i t + [c s — i t ) i, -h „. + <v* = — c» — c â fj , 
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En ajoutant ces équations, multipliées respectivement par 
^'terminants mineurs correspondants à la (k — 1)^** ligne 
vi -t-Licale du déterminant 



A = 



€*~ €n 



h t A, ... h H — 

eonsidéns tomme premiers facteurs, il viendra 

Ar\ = —ibt + hJJ — — .. fh^+hiQ—. 

Le carré if étant supposé exprimé, comme les autres pro- 
duits par une fonction linéaire des n unités, 

*î =tf + a,»*, + aj t + ... -+- aj n , 

rabstituons les valeurs précédentes de 

A/ t ,A/ a ,...,Au 
dan» l'expression 

n n obtiendra une équation algébrique entre i, et des quantités 

réelles ('), et cette équaf ion sera du degré H + 1 par rapport à i t , 

te coefficient de la plus haute puissance étant l'unité. Or, si 

'"on désigne par a 1 , a tf > . . , ou +î les racines de cette équation, 

'lesquelles sont des quantités cmnpk'xes ordinaires, l'équation 

Pourra s'écrire identiquement sous la forme 

Ci — *t) (h — «*) -■• ih — ■*♦«) — ° * 

*^n conclut de là que, si Ton admet qu'un produit ne puisse 
• ; vanouir qu'autant qu'un de *es facteurs s'annule, l'unité 
«binaire i\ devra être une des racines d'une équation algé- 



*) Ou iIm liQftnUtét cfinipîrt™ orfîin^irc«, t i l'on admet IVxtrttsion imltquée 
***l«!M«4erftri. 300. 
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brique, et par conséquent une quantité de la forme p + q \f~{ % 
absolument comme l'unité imaginaire des quantités complexes 
ordinaires. 

403. Il devra en être de même pour les autres un 
i* a •« *» iti de sorte que, si Ton désigne par j r $ / êÈ ...,/„ des 
quantités assujetties à avoir pour carré — I , mais pouvant 
représenter des objets de nature quelconque, et restant 
toujours irréductibles les unes aux autres par voie d'addition, 
on pourra poser 



û — p« -h q*j* * 

Si Ton substitue ces valeurs dans l'expression dune quan- 
tité complexe quelconque 

afr + fliti H- ... + a*t», 
cette expression prendra la forme 

et par conséquent une quantité complexe peut toujours être 
représentée au moyen d'unités imaginaires dont chacune a 
pour carré — I, 

Ainsi nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que te« 
unités imaginaires sont choisies de manière que leur carr^ 
soit T unité négative. 

404, Ces conclusions devraient être modifiées, si l~o n 
admettait dans les calculs l'introduction de l'unité imagimm* mC 
ordinaire j, concurremment avec l'unité imaginais l fl 

considérant comme irréductible avec elle. Alors le théorù** 3 ^ 
fondamental de la théorie des équations algébriques n'aui"^*^ 
plus lieu, et un produit pourrait s'annuler sans qu'tu^** 11 
de ses facteurs devint égal à zéro. 
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Considérons, par exemple, l'équation 
2 » + l = ? 
et, pour la résoudre, posons 

z = x + yi i . 
L'équation deviendra 

#*— y % -+- 2t t a?y-+- 1 = 0, 
et elle sera satisfaite si on la partage dans les deux équations 

a? 1 — y» -+-1 = 0, a?y = 0, 
qui donnent les systèmes de solutions 

a?= 4- 1 , — i, 0, 0, 

y= o, o, +i, -i, 

et par suite, si i, est considéré comme irréductible avec», 
l'équation z % + \ =0 admettra les quatre solutions 

De cette manière le premier membre ^ + 1, qui est identi- 
quement égal à 

(* + •)(*-•), 

Pourra s'annuler sans qu'aucun des facteurs z + i , z — t 

^annule. 

Si Ton opère donc simultanément avec plusieurs unités ima- 
ginaires irréductibles entre elles, une équation algébrique 
**<>Urra admettre plus de racines qu'il n'y a d'unités dans son 

§n. 

Des nombres alternés. 

405. Pour donner un exemple du calcul d'un système de 
Quantités complexes, prenons celui qui a été proposé pour la 
J* r emière fois par M. U. Gra3smann en 1844, et que Cauchy a 
* r **ité depuis sous le nom de Clefs algébriques. 
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Dans ce système, la multiplication des unités imaginaires 
est soumise aux règles suivantes : 

1° Le produit de deux unités change de signe quand on 
intervertit Tordre des facteurs, 

f fc ii = — iiû; 

d'où il résulte que 
2° Le produit d'une unité par elle-même est nul, 

ut; = . 

Ces règles étant posées, on a, pour le produit de deux quan- 
tités complexes quelconques 



AB 

d'où Ton tire immédiatement 



= 2d fliû , b = £à btù , 



= y\bkbi 



BA = ^ lkt| = — AB. 

\a k ai\ 

Donc, dans ce système, le produit de deux quantités complexes 
change de signe lorsqu'on intervertit Tordre des facteurs; d'où 
il résulte que le produit d'une quantité complexe par elle-même 
s'annule, 

A.A = 0. 

On voit là un exemple d'un système dans lequel l'annulation 
d'un produit n'entraîne pas celle de l'un des facteurs. 



i 



406. Si Ton compare la règle de l'alternance des signes 
dans la multiplication avec la règle qui sert à fixer le sigix^ 
d'un terme d'un déterminant, on voit que, dans les deux cas, 
si Ton part d'un terme où tous les facteurs soient rangés da^ns 
leur ordre naturel, et que Ton considère ce terme comir^e 
ayant le signe +, par exemple, le signe d'un produit fonr*é 
par une disposition quelconque des mêmes facteurs sera, dat)4 
les deux cas, celui de — 1 élevé aune puissance égale au 
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>mbre des dérangements que présentent les facteurs pris deux 
à deux. Ainsi, la disposition bûe a c présentant les 5 déran- 
gements ba, da, ne, ea, ec, on aura 

BDEAG= (— 1)*ABCBE, 

407, Il résulte de là que, si les quantités complexes a, b t , . * 
représentent des rayons ou lignes droites dirigées dans le plan 
ou dans l'espace (voir le Chapitre suivant), le produit de deux 
rayons ÛA = a, AB = b représentera, en grandeur et en posi- 
tion, Taire du parallélogramme construit sur OA et ÀB, c'est- 
iire le produit QA.AB sin GAB> Le produit de trois rayons 
OÀ = a,0B=b, OC = c est, en grandeur et en position, le 
volume du parallclipîpùde construit sur ces trois rayons* 
En effet, soit 

a =± a t f s + g, j f , b — b t i t -h b È i $ ; 
on aura, par ce qui précède, 



AB = 



M» 



Mi 



De même, si Ton fait 






on aura 



ABC = 



a t a, a, 

h h h 
d c* c. 



u t*h 



Or on sait que les multiplicateurs de v, et de iJJ^ sont les 
valeurs numériques de Taire et du volume en question, 

408. Dans ce système, la division est indéterminée. On a f 
e fl clFet, n étant un nombre réel quelconque, 

ax = a(x + «a), 
puisque a* — 0, Si donc oa pose 

AX = B, 
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I 



et que - soit une des solutions de cette équation, la utar 
générale du quotient sera 



ou encore 



x = - -*- IIA, 

A 



x= -, mod.A. 

A 



409. Décomposition des déterminants en facteurs. 

Le produit des facteurs 



Wt + alû 



Xû)... Wii-^a^i, ■ 



■•Çt) 



(A,/, ... ,ro = 1,2, ,..,n) , 

où les indices k, l, . . . , m doivent -être permutés de toutes les 
manières possibles, les produits contenant deux indices égaux 
disparaissant, peut s'écrire, en désignant par [kl... m] le fac- 
teur ±1, suivant que le nombre des dérangements de la suite 
k, l f . . , , m est pair ou impair, 

= Mi • . . in2d [kl ... m] alaj ...a™ 
a[ a\ . . . a f ? 
a\a\...a*$ 



= 14 1 



i *i • • • »* 



a' n al. ..aÇ 



Ainsi un déterminant quelconque peut se décomposer en un 
produit de facteurs complexes. 

410. Si Ton considère le produit 
(a; ti + ... + aUn) ... (a¥,ii + ... -f- aWù) 

(A,J, .. . , w = 1, 2, . .. n), - 

et que p soit > n , les p nombres &,/,..., m , dont les valeurs 
doivent être prises dans la suite 1, 2, .. . , n, ne pourront pas 
être tous inégaux entre eux. Donc le produit t ft t f . . . t. s'annu- 
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lera toujours, et par suite aussi le produit des facteurs 

complexes. 
Pour p = n, on a la formule relative aux déterminants. 
Pour p<n, on pourra partager les termes de la somme 
2dd k . . . a (v 2 . ù . . . i m en sommes partielles correspondantes aux 
diverses combinaisons possibles de n nombres php. Chacune 
de ces sommes partielles formera un déterminant. Donc le 
produit des p facteurs complexes sera la somme, multipliée 
par t,!,...!., de tous les déterminants que Ton peut former 
avec les éléments du tableau 

a[ 9 a[ 9 ... 9 aV , 



"•)"■)'•' i "« i 



en prenant les lignes horizontales p à p de toutes les manières 
possibles, c'est-à-dire que 

(a[t\ + ... + aj n ) . . . (aff>* t •+- . . . + «>'»'») 

.(*,,*,, ...,^ = 1,2, ...,«), 
Multipliant cette équation par 

(«^"1, + ... + aST"'-) ... Wh + - + «ï»'-) 

on aura le théorème de Laplace 

|< a\ ... a*>\ = 2[M. ...*.]• \al t al t ... «Ç| . [^^ ... ^| . 

41 1 . On a de môme les autres théorèmes fondamentaux de 
la théorie des déterminants. Soit 

h! = a[i i + .:. + a' n i n , 
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On a 

a' a' . . . A« = | a\a\ . . . a™ | . t t « t ... û . 

Si de même 

b'= 2«aW , ... , B w = 2ftpA« . 
on aura 

BV...rf») = |6;6;...6W|.A , ...-Aw ï 

et par suite 

bv ... bw = |&;&; ... ftw | .!«;«; ... atM-Wi ... *. . 

Or si la substitution des a dans les b donne 

b' = 2ri«* , . .. , bW=2# } ù , 
où, en général, 

on en conclura 

b' B r . . . bW = | c[ c\ . . . cf 1 1 . î t î, . . . i, , 

d'où l'on tire le théorème de la multiplication des dét^ 
minants, 

\c\c\...c^\=\a\a\...^\.\b[b\...b^\. 

412. Soient les équations linéaires 

2a? , x* = B',...,2«ï , x fc = B^. 

Multiplions-les respectivement par t\, ..., t n , et ajoutons- 
a alors, en posant 

a' = 2*îii, ..., AW = 2fll" , *i. b = 2^ii, 

réquation 

2a ( ^x» = b. 

Multipliant les deux membres par a' . .. a (w) , il ne reste dan^^ 
premier membre que le terme en x, , d'où 

X t A' A' A" . . . A» = BA f A* .. . A"} , 
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s»t-à-dire 

x 1 .|a;a;...flL-)|=|Bc;tfî...aW|. 

-A13. Nous renvoyons, pour plus de détails sur cette étude, 
ix ouvrages de Grassmann ( l ) et aux Mémoires de Sout- 
enant (*) et de Cauchy (*). 



(*) Die Wissenschaft der extensiven Grôssen; 1844. 

Geomelrische Analyse, gekmpft an die von Leibniz erfundene geometrische Cha- 
akteristih; 1847. 
dusttohnungslchrc, 1862. 

(*) Complet rendus, t. XXI, p. 620; 1845. 

(*) Comptes rendus, t, XXXVI, p. 70, 1*9, 161; 1853. 
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CHAPITRE III. 

TRÀ.KSLVnONS; ADDITION DBS VECTEURS. 



§ I C '. 

Définitions cl principes gêftèroux, 

AU. Soient un point fixe de l'espace, pris pour origine, 
et A un autre point quelconque* Ce point sera détermir 
lorsque la droite OA, qui va de l'origine à ce point, 
donnée en grandeur et en direction. 

Nous appellerons cette droite, suivant laquelle nous cou 
cevons que s'effectue le transport de en A, le rayon vecteur, 
ou simplement le recteur du point A. 

Cette translation de en A peut s'effectuer en dépla 
parallèlement à lui-môme un système solide quelconque, 
lié au point mobile, le déplacement ayant lieu «le manier 
que chaque point du système décrive une droite égale 
parallèle a OA. 

Nous dirons, dans ce cas, que tous les points du 
subissent des translations égales i OA. En d'autres ternie 
nous dirons que deux translations qui font décrire 
points des droites égales et parallèles, sont égales entre elles. 

Si donc nous considérons les droites dirigées ou 
comme représentant des translations d'un système que 
conque, nous dirons que deux recteurs sont égaux, hrsqu 
sont de même longueur, parallèles et dirigés dans te même sens 
(art, 2Q). 

415. Si Ton fait glisser le syslème parallèlement à luî-iii 
le long d'une droite A 13, puis le long d'UM autre droite h 
tous les points du système décriront deux côtés de parallélo— 
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mmes égaux, et parviendront en même temps aux extré- 
mités des diagonales de ces parallélogrammes. Or, toutes ces 
diagonales, étant égales et parallèles, formeront des vecteurs 

Le résultat de ces deux translations successives est donc, 
pour un point quelconque, le même que celui de la trans- 
lation unique et déterminée A G. On voit donc que la combi- 
naison AB^BC de deux translations est une opération ««/- 
forme. 

De plus, si un seul des vecteurs AB,BC varie, AC variera. 
Donc l'opération est complètement uniforme (art* 372). 

£16* Si, au lieu de Taire décrire au point À les côtés AB,BC 
du parallélogramme A BCB, on lui avait lait décrire les deux 
autres ce té s AD.DC, on aurait encore obtenu pour résultai ht 
même translation AC. Or, puisque Ton a ÀD = BC et DC=AB 
en grandeur et en direction, la première combinaison de 
translations étant représentée par AB^BC, la seconde pourra 

Lre par BC^AB. Donc, on a 

AB~BC = AC = BC^AB, 
ccêt-à-dirc que l'opération est rommutatirr. 

417. Faisons maintenant parcourir au point mobile les trois 
ontigués d'un parallébpipède ABCDEFGII, savoir, 
AB,BF,FG* On a évidemment 

AB^BF^AF, AF^FG = AG; 
BF^FG = BG, AB^BG— AG . 



ftone 



{AB^BFj^FG = ABWBF^FG) 



lune associa tire. 
Enfin, si Fun des vecteurs AB,BC s'annule, le résultat 
ABM1C se réduit à l'autre veeteor. 

<■ cette opération de la combinaison des translations 
le toutes les propriétés essentielles de l'addition ordi- 
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naire (art. 353). Do plus, elle se réduit à celte addition dans 

le cas particulier où les vecteurs sont situés en ligne droite. 
Un peut donc, d'accord avec le principe de permanent v, 
appeler addition des vectmrs celte combinaison des transla- 
tions. 

418. Nous aurons, d'après cela, quels que soient les points 
AjB T C, 
(i) AB + BC^AC. 

De même, pour un nombre quelconque de points dans l'es- 
pace À ,6,0,0, ,.., K,L, on aura 

AB + BC + CD + .., + KL — AL. 

Ainsi, le vecteur qui ferme un polygone quelconque, dont les 
côtés sont des vecteurs* est égal à Ja somme de tous les 
autres côtés. 

Si le polygone se ferme de lui-même, la somme de tous ses 
côtés est nulle, et réciproquement. 

419. L'addition des vecteurs étant une opération complè- 
tement uniforme, la soustraction est une opération à 
minée (art. 373). Elle sera définie par Tune ou l'autre des 
deux équations 

(2) AB = AC — BC, 

(3) BC = AC — AB, 

qui sont équivalentes à cause de la coin mutât i vite de l'i 
dition. 

Si le point G coïncide avec A, A G devient AA = — le 
module de l'addition (art. 377). On a ainsi AB + fiÀ = 0» d'où 

(4) BA = — AB, 
— AB étant la quantité réciproque de AB ( ! ) 



(*) Les uitwm AB, CD» . ♦. &e comportent dan» ces formules comme le feraient i 
le» différences B — A,D- C t . ... si A, U, C, ... re pré se» taie ni de» qus&litéi,—* 
C'est ce que Ton exprime *vmboliquenienl en assimilant Je vcclrut A B à 11 ë fi " M 
t ttice det peints A m H, prise en retranchant le premier du a*contL 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 331 

A faide de F équation (4), on pourra toujours remplacer la 
s*r> ustraction d'un vecteur AB par l'addition de son réciproque 
ff .A, de sorte que, au lieu de AC — AB, on pourra écrire 
iLC + BA. 

4904 Si Ton ajoute deux vecteurs situés en ligne droite, la 

s<z>mme sera un vecteur situé sur la même droite, et dont la 

longueur sera la somme ou la différence des longueurs des 

doux premiers, selon que ceux-ci seront de môme sens ou de 

sons contraire. 

Si Ton ajoute un nombre n de vecteurs égaux en grandeur 
et en direction, la somme sera le produit de Tun de ces 
vecteurs par n, et ce produit sera un vecteur de même direc- 
tion et de longueur n fois plus grande. 

Du cas de n entier, on passe, par le raisonnement connu, au 
cas de n fractionnaire ou incommensurable. 

431. D'après cela, AB étant un vecteur quelconque, n.AB 
représentera un vecteur de même sens ou de sens contraire, 
s ^lon que n sera positif ou négatif. Ainsi, une relation entre 
^^uw recteurs AB,CD, de la forme 

AR4-n,CD==0, 

011 ** est un nombre réel, exprime que les droites AB et CD sont 
Parallèles. 

On a évidemment 

n,AB =s — ra.BÀ . 

492. On conclut de là cette proposition importante : 

S 9 il existe entre deux vecteurs AB , CD une relation de la forme 

t & } m.AB-Hn,CD = G 

\*** et n étant HÉELS), sans que AB et CD soient parallèles ni nuls 3 
fnndru nécessairement que les coefficients m et n soient nuls 



il 



| Hwimmt , et êorté que l'équation se dirompûsera dans les deux 
m — , n := . 
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Pareillement, si, entre trois vecteurs AB 4 CD, E F, non pan 
têtes à un même plan, il existe une relation à coefficients réels 
l f m y n, de la forme 



(6) 



f.AB + m.CD h-«.EF = 0, 



sans qu'aucun de ces vecteurs soit nui, t équation se décomposera 
en trots autres, 



l = 0, m = 0, 



n = . 



Car la somme de deux termes du premier membre de (G) 
est un vecteur situe dans un plan parallèle à ces deux tenues, 
et par suite ne peut être égal et opposé au troisième tenue. 

423. En vertu de la définition de l'addition, un vecteur 

quelconque A est égal à la somme de ses projections sur trois 
axes rectangulaires quelconques Oi, t Oi It 0ï f , 

Désignons par i t f i t , i, des unités de longueur portées sur ces 
trois axes, dans le sens positif, à partir de l'origine. Tout 
vecteur porté sur Oi,, par exemple, pourra être représente [kw 
le produit de i, multiplié par un facteur numérique, positif ou 
négatif, suivant que cette longueur devra être portée dans le 
sens positif 0i t ou dans le sens Opposé, et dont la valeur 
numérique exprimera la longueur absolue de ce vecteur. 

Par conséquent, les trois composantes ou prqj de x 

sur les trois axes pourront s'exprimer respectivement par 






<Vi, 



ff.ii 



a ï ,a i ,a i étant les projectious algébriques de a sur les 
On aura ainsi 



(7) 



K — ft t \ t ^ f / ltl +,7 5 f 3 



424, Les trois vecteurs i, , i, ,l a n'étant pas panUèlflS à un 
même plan, il ne pourra , d'après ce que nous avons vu dans 
l'art 422, exister entre eux aucune relation à coefficients réels, 
de la forme 
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à moins que chacun des coefficients a t> a t ,flj ne s'annule 
séparément. Donc ces unités r, ,!,,!, sont irréductibles entre 
elles (art* 393) au moyen de l'addition telle que nous l'avons 
nie. 
Un vecteur ainsi décomposé m présente donc sous la forme 
dune quantité complexe à trois unités imaginaires irréduc- 
tibles. 

425. Il s'ensuit de là que Ton peut appliquer aux vecteurs, 
ous la forme (7), les formules que nous avons établies 
pour les quantités complexes en général. 
Par exemple, si Ton a deux vecteurs 

leur somme pourra se mettre sous la forme 

A-+-B— (tfiH-biJu + Oij-h&t)!,^ (a a + RJij . 

426. Deux vecteurs a, b seront parallèles, si Ton a, entre 
leurs composantes, les relations 

a t :a t ia È = b i ;b t : b t ■ 
fis seront perpendiculaires, si Ton a 

ti t b t + <?,&,+ Ma =0- 
En général, ils formeront un angle dont le cosinus sera 

Wkffî* 

^^ désignant par % a, Ub, comme nous te ferons toujours dans 
** *iaft, les longueurs ou modules ( l ) de ces vecteurs, e est-à- 
r,,ï *»- Im expressions 

9i = K^ 
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427. Si Ton représente parOA=A un vecteur constant, 
par t un facteur numérique variable, l'équation 



(8) 



ÛM = *.OA, 



ou 



\i 



représentera le vecteur d'un point quelconque de la ligne 0.^^ 
considérée comme prolongée indéfiniment dans les deux sen^^- 
Ce sera donc Yéqttation de cette droite. 

Il est clair que celle équation n'est pas altérée, si Ton pm* *1 
pour variable, au lieu de t 9 le produit kt de t par un factei:» 
réel k t ce qui revient au même que si Ton avait multiplié par 
le coefficient complexe a. Donc, l'équation d'une droite pas&m 
par l'origine n'est pas altérée, lor$qu*on multiplie le coefficiemrmt 
angulaire a par une constante réelle quelconque, ( Voir art, 42 

428* Si Ton ajoute au vecteur M, déterminé par IVqu 
tion (8), un vecteur constant 0B=MN = b, l'équation 

(0) ON=X— Af + B 

ivjn-ésentera une droite parallèle à la droite (8), et passant p^5*ï 
l'extrémité B du vecteur GB. 

429, Si Ton veut exprimer les vecteurs constants a et u 
moyen de leurs composantes rectangulaires, l'équation d'u 
droite quelconque passant par le point B prendra la forme 

(10) x = (^f+frjit-f- (M + Wii+ (M + Wii * 

Ainsi le vecteur d'un point variable d'une droite est ref* 

sente par une expression de la forme 

linéaire et homogène par rapport aux unités imaginai 
i^i^i,, et dont les coefficients # 4 ,#,,#» sont des fonctic 
réelles et du premier degré d'une variable réelle t. 

430. x étant le vecteur d'une droite, et X,l des consian* 
dont la première soit un nombre réel, la seconde un vecfc 
quelconque, 

x' ;= ix -F- I 
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sera l'équation d'une droite, cette expression étant toujours 
«iuciîble à la forme (10); et, de plus, cette droite sera paral- 
lèle à la droite qui a pour vecteur x, 

431. Considérons maintenant l'équation 

k, »,c étant trois vecteurs constants, et t $ u deux variables 
indépendantes réelles. Pour u= const. , Téquation représen- 
tera une droite parallèle à la droite x = Af + c, En faisant 
varier ti, on aura une série de parallèles h la même droite, et t 
en faisant partout t — 0, on voit que toutes ces parallèles 
rencontreront la droite x=B?i-hc, Donc le lieu de ces parai- 
^les, représenté par l'équation (11), est un plan passant par 
le point G, et parallèle aux deux vecteurs a et b. 

En remplaçant les vecteurs a,b, c par leurs composantes 
rectangulaires, on voit que le vecteur d'un plan est une Jbnc- 
'ion linéaire complexe de deux variables indépendantes réelles, 
et s'exprime sous la forme 

1 12) x = (aj-h b t u -h Gjii + (a t t + M+J^K + {a t i-h M+O'a * 

t^après cela, toute équation de la forme 

X = A« -h B^+ ,.., 

° U a,b, . .. sont des vecteurs constants, et a,p, .♦, des fono 
tl °Hs linéaires réelles, représentera une droite ou un plan, 
Su *Vant que a,p, ♦ .* dépendront d'une ou de deux indéter* 
m *nées. 

^5-32. L'équation d'une droite passant par deux points 



°Hnés a,b est de la forme 
(13) 



o u 



fb 



X = A H- (& — A)J, 

* te qui revient au même, en changeant t en 1 — t* de la 
*> x = (a— b)Ih- d* 
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L'équation (13) peut s'écrire 

ou, en multipliant par un facteur indéterminé, et désignant 
par p, 9, r les trois coefficients obtenus, dont la somme est 
nulle, 

(15) pA -t- 0B-+- rx = 0, 
avec la condition 

(16) p-4-0-+-r = O. 

Donc, en égalant à zéro une fonction linéaire et homogène de trois 
vecteurs, dont les coefficients réels ont une somnye nulle, on exprime 
que les extrémités des trois vecteurs sont en ligne droite. 

De même, l'équation du plan qui contient les extrémités de 
trois vecteurs a, b,c peut s'écrire sous la forme 

(17) x=:a + (b— a)* + (C— A)tl , 
ou 

(18) pA -+- jb -+- rc 4- SX = , 
p,î,r,« étant tels que 

(19) p + q + r + s = 0; 

en sorte que les relations (18) et (19) expriment que l&s-s 

extrémités des quatrér vecteurs a,b,c,x sont dans un mônr^»c 
plan. 

§H. 

Applications. 

433. Étant donnés trois points A , B , G , le point B sert». ,€ 
milieu de la droite qui joint les deux autres, si Ton a 

AB = BC, ou OB — OA = OC — OB, 

et, par suite, 

OB = OA+OÇ > 
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ÂM. Si A,B, C t D sont les sommets d'un parallélogramme, 
on aura AB^DC. ou,0 étant le point de concours des dîa- 
les, 

OB-OA = OC— OD. 

ÀG-GC = BO— OD. 

AÛ< — OC et BO — ÛD étant des segments pris respectivement 
sur les deux diagonales, c'est-à-dire sur deux droites non 
parallèles, il s'ensuit (art. 422) que l'égalité précédente né 
peut subsister que si Ton a séparément 

AO — OD^O, BO — OD^O. 

ic le point de concoure des diagonales est le le milieu de 
chacune d'eli 

435, Si la tomme de trois vecteurs est nulle, on peut construire 
trimgk dont tes eûtes soient égaux et parallèles à ces recteurs, 
ni, par exemple, AA ,BB\CC les trois médianes d'un 
triangle ABC, On g 



BÀ' = À'C = jBC, 
CB' = B'A=JCA ( 
AC\=C'B = ;ab. 

* f oà l'on lire 



AA' = ÀB + BA', 
BB'=BC + CB', 
CC = CÀ-*-AC' s 



AA' -h BB' + CC b (A B + BC + CA) -H (BA' +CB' + AC ) 
= ï(AB + BC + CA) = 0. 



Pc avec les trois médianes d'un triangle, transportées parai- 
r ^ment à elles-miVnes, on peut construire un autre triangle. 

430, Soient maintenant A\B\C trois points divisant pro- 
'"rlionnt.'llernent les trois côtés d'un triangle, de manière que 
&n ait 

BA' sa n.BC , , CB' sa tt.CA, AC = n . AB. 
En opérant comme dans l'article précédent, on trouvera 
A A* -h BB' + CC s fi + n) (BC + CÀ + À B) = . 

n 
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Donc les trois droites AA\BB\CC sont égales et parallèle* 
aux trois ctHés d'un triangle, ce qui est une généralisation de 
la propriété des médianes* 

Cherchons le point de rencontre G de BIT et de CC\ Po 
pour cela, 

BG=ru.BB\ CG = t>.CC\ 

u et v étant deux inconnues réelles, On a 

BB' = BA-hAB' = BA + (fi — i)CA, 
CC — CA + AC' = CA-hîï.AB J 



d'où 



BG = BA + AG = « [B A 4- (*— i)C A] , 
CG = CAh-AG~ v(CA+n.AB). 



Klïminant AG entre ces deux équations, il vient 

BA — CA=t*[BA4-(ft — i)CA]-ti{CA — n.BA). 

Nous sommes ainsi parvenus, en exprimant toutes les lignes 
au moyen de BA et de CA, à obtenir une équation linéaire . t 
homogène entre deux vecteurs non parallèles, équation qui, 
d'après l'art, 422» se décompose en deux autres, 



dmi 



1 = h + nv , — i = (n — i mi — v , 
i-n 



n = 



i — fH- fl* 



v — 



1 - n -*- n- 



trois médianes concourent en un même point. 

Réciproquement, pour que les trois droites "ÀÀ\BB\CC 
concourent en un même point, il faut que, en appelant G' If 
point de concours de CC' et de AÂ\ et faisant 



CG' = t>'.CC 



AG'=tt>,AA' 



ifûù 
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la valeur de v soit égale à celle de v trouvée précédemment, 

i 
qui exige que Ton ait 1 — n=n, ou n= s. 

437. Si k représente un point de masse m, les moments do 

re point par rapport aux trois plans O^îj, Gi^i^O i t i t seront 

im€Ê tJ ma^ma % . Les sommes des moments de plusieurs points 

A > a* , ». . , de masses m f m', »♦♦ , par rapport aux mêmes plans, 

*r voir JJ^ ma,, ^ma f , ^ma,, seront les composantes du vec- 
teur 

En égalant ces sommes de moments a J^îw,!,^^,^^*», 
on voit que 1<j vecteur du centre de gravité vl sera déterminé 
par l'équation 



A = 



i m a 



t m 



I*^ns le cas de n points de masses égales, A deviendra le 
cet ^"tre des moyennes distances, 



A = 



^38. Le centre de gravité de Taire d'un triangle homogène 
st situé au point de concours G des médianes, 0r t nous avons 
Vu <arti36)que 

AG = }âA*i BG — » BR', CG as » OC, 

°ù Ton tiiv 

AG + BG-hCG = f (AA+BB '-hCC') = 0, 

* - étant une origine quelconque, 

OG — OA + OG -OB + OG — GC = 0, 
OG^KOAh-OBh-OC). 
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G coïncide donc avec le centre des moyennes distances il 
trois sommets, 

439, Considérons actuellement le tétraèdre DABC, La centre 
de gravité se trouve sur chacune des droites qui joignent deux 
sommets D,Aaux centres de gravité G 1 G 1 des deux faces 
respectivement opposées ABC^BCD, droites qui se coupenl 
évidemment, puisqu'elles sont situées Tune et l'autre dans le 
plan qui passe par les deux sommets et par le milieu I dt* 
Partie opposée BC. Soit H le point de concours des droites 
DG,AG,, et posons 

DH = «.DG, AH = e.AG,. 



Nous avons AH — AD + D IL Bailleurs 

2D1 = DB+DC, 2AI = AB 



AC, 



D0 = i(DA + DBH-DC) = î(DA + 8Dl), 
AG l ={(AD + AB-<-AC) = }(ADH-2AI)=l(3AD + ÏDn: 
donc 

DH =M(DA+2DI), AD + DH:=t>4(2DI — 3DA), 

cPoÔ, en éliminant DH, 

DA^«.i(DA + 2DI) + r.i(3DA-2Dli. 

et, par la règle de l'art* 49$, 

1 = }n^(i» = î«- |», 

06 qui donne rs^ss], 
On a maintenant, étant une origine quelconque, 

OH = 0A + AH = 0B + BH = nC + CH = OD + DH, 
il ou 

4OH^OA + OB + 0C + 0D + AH-hBH + CH + I>H. 

Or, AH = ; AG t = i (AB + AC+AD), etc., d'où, en faisait! I 

SUinilir, 



t>E$ Ul-ANTm:* CUHPLKXKS. 



m 



l>onc 

0H = KQÀ + OB-hÛC-i-0D), 

et fartant le centre de gravité d'un tétraèdre est le centre des 
moyennes distances des quatre sommets. 

440. Si deux triangles ÀBC,A'B'C' ont leurs sommets 
utiles deux à deux sur des droites ÀA\BB \CC\ concourant 
un môme point 0, les points de concours des côtés corres- 
pondants BC etB'G',GÀ et C'A,ABet A B' seront en ligne 
droite* 

En effet, désignons, pour abréger, par à,B, ... les vecteurs 
M , OB, ... (art, 419, note), de sorte que le vecteur AB, par 
«'xerriple, sera représenté par b — A. Si nous désignons par 
4 * P » >, , des coefficients réels, et par d,e,f les trois points de 
concours en question, on aura d'abord 

A'=:ta, B' — SB, c' = yC, 

Er *suïte, D étante la fois sur BC et sur B'C , 

— B = J (C — B) I , D — B' — 3 f (C' — B' ) = 5' (*/ C — p B) , 

a °u, en éliminant d, 

(1 — 5)b+£c = (i — 5')pB + ^'7C 3 
fc ~ par la règle de l'art. 422, 

*lxii donne 



Valeur de d devient alors 

i-(S r l~y 

,c - 

i — p / — ? 



n = 



•ri formant par des permutations de lettres les deux expres- 
S| °ns analogues pour les autres points de rencontre, on obtien- 



**** ainsi les trois relations 




. 7 — p)D = (i— p)c' — U — 7>B , 

lis— «u = (i— p)b' —a— p)k' f 
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d'où Ton tire 

(i-«)(7-ft» + (i-P)(«-7)« + (i-7)tf~«) = 0. 
On a d'ailleurs identiquement 

(1— «)(y — P)^(i— ]3)(a— 7 )+(i — 7 )(p — «)=0. 

Donc (art. 432) les trois points D,E,F sont en ligne droite. 

On pourrait encore le voir en calculant le vecteur DE = e — d, 
ce qui donne 

Le second membre, ne changeant pas par la permutation cycli- 
que des lettres, représente aussi la valeur de . — -EF; 

donc les deux vecteurs DE,EF, ayant un rapport réel, sont 
en ligne droite. 
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CHAPITRE IV. 

DES BIRADIALES EN OENÉHAL. 



4-41. Pour passer d'un point M de la droite OM a tin autre 
point N de la même droite, il faut multiplier OM par u» 
nombre qui exprime le rapport des longueurs OM,ON, ce 

ON 

"ombro { -yr; étant pris positivement ou négativement, suivant 

que le vecteur ON sera de même sens que M ou de sens 
foritraLre, On aura ainsi 



■ 



ON 
0N = 0MXj^j> 



en supposant les signes -î- ou — incorporés dans les notations 

I* ï » ON, qui représentent les deux vecteurs, • 

^42. Supposons maintenant que les deux vecteurs 0M,0N 
soient pas en ligne droite* Alors le passage du point M au 
tP°înt N exigera une double opération ; 
^t** Il faudra multiplier la longueur absolue de OM, que 
°Us désignerons par*3tOM, par le rapport ^r~ de la lon- 

^^ur de ON à celle de OM. 

^^ Il faudra faire tourner la direction du vecteur OM dans 
planOMN,de l'angle MON que font entre elles les deux 
* Sections. 

^ous considérerons ces deux opérations comme ne formant, 
ï^nne seule opération composée, à laquelle nous donnerons te 
^°ïi) de biradmle. Provisoirement, nous désignerons cette bîr.i- 
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diale par la notation MON; ou encore, en représentant para 

le module ~— f ou *SM0N de la biradiale, et par a son ar t 

tuent, c'est-à-dire Fangle MON, considéré à la fois en grandeur 
et en position ( l ), nous dénoterons la biradiale par le symbole 



dont nous avons déjà Tait usage dans la théorie des quan 
complexes ordinaires. 

448. On voit que, si l'angle MON était nul, cette dou 
opération se réduirait à la simple multiplication par le rap- 

'ÎEON 

port =- — , dans lequel se changerait la biradiale MON. On 

satisfera donc au principe de permanence en donnant à la 
double opération représentée par une biradiale quelconque le 
nom de multiplication par cette biradiale, et nous justifierons 
cette dénomination par lYxamen fies propriétés des birad 
Nous aurons ainsi, pnr définition, 

(2) ON^OM xMON. 

Par la même raison, nous pourrons considérer la birad iak 
MON, pajj laquelle il faut multiplier OM pour obtenir ON, 
comme étant le rapport des vecteurs OM v ON, considérés en 
grandeur et m direction, et nous poserons, comme définition. 



(3) 



«»»-§ï 



4iï, Les doux parties dont se compose la double opérât 
peuvent être exécutées séparément et dans un ordre queleon 
que. En effet, au lieu de commencer par multiplier OM 
la rapport des longueurs 

3LON 



€OM 



— a. 



pour le faire ensuite tourner de l'angle MON=«, ce ^ F 



t 1 ) C # 4*t4rdfre cumin « ayant «ne grandeur et yn sent àéierminH d*ai imp 1 " 
détormiué-. 
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revient à multiplier le résultat OMXa — OM par la biradiale 

M'ON, de module g, =1 et d'argument &, et que nous 

représenterons, diaprés le système de notation adopté, par le 
symbole l a ; on peut commencer par faire tourner OM de 
l'angle MON, ou le multiplier par 1 ft , puis multiplier le résultat 
OMxl*=ON' par le module a, de sorte que Ton a les éga- 
lités 

(4) OU x a^ = (OM x a) X I. « (OM X U X a. 

Le faoteur l a , dont l'effet consiste en un changement de 
direction sans changement de longueur, s'appelle une bimdnth 
unitaire ou un verseur* 

Un verseur se réduit à l'unité, quand son argument devient 
Bal, c est-à-dire que Ton a 

445, Si l'on définit l'opération a«, dont F effet équivaut aux 
Multiplications successives par a et par t ft , comme étant le 
produit de ces deux symboles a et l a , c'est-à-dire si l'on pose 

'égalité 

OM x (a X i J = (OM X i) Xi a = OMxaxi, 

Prendra la forme associative, 

Ûe plus, des égalités (A) il résulte que Ton devra poser, pour 
^ti*e conséquent a?ëc la définition d'un produit» 

'■*> axl a = l a xa, 

*Oup que ces égalités subsistent encore pour ÛM= 1. La mul- 
t PUcation d'un nombre par un verseur est donc commutative* 
Observons encore que, si l'un des facteurs, OM ou a, s'an- 
^le, le produit s'annule; si l'un des facteurs ÛM,a,U se 
*^<ïuit à l'unité, le résultat se réduit au produit des deux 
u très facteurs. 

Ainsi la nouvelle opération possède les propriétés les plus 
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ntielles de la multiplication ordinaire, ce qui juMdklr 
nom de multiplication que nous lui avons donné. 

446. Ces propriétés subsistent encore, quand on mallipiîe 
un Oléine vecteur consécutivement par plusieurs bîradiaki 
Le» multiplications successives que subira la longueur du 

vecteur p,'ir le fait des modules des biradiales pourront &<■ 
mmbiner d'une manière quelconque entre elles et av. 
multiplications par les verseurs. On pourra, par exemple. 
multiplie? le vecteur par le produit de tous les modules, dans 
lequel les facteurs pourront ôtre intervertis comm- 
voudra, puis multiplier le résultat successivement par charnu 

verseurs, en observant seulement que, dans cette de: 
opération, il n T est pas permis d'altérer Tordre des fa< 
(art. B07)j ou bien on pourra multiplier d'abord par les ver- 
m ni s, puis par les modules, etc. 

447. Il résulte de là une conséquence importante : c'est qo^ 
Ton peut isoler les deux éléments dune biradiale, en tir 
séparément la multiplication par le module, laquelle milr** 
dttl les règles ordinaires de l'Algèbre, et la multiplication p* r 
le verseur, laquelle exige une étude spéciale. Nous pourroo* 
ainsi, si nous le jugeons convenable, supposer d'abord * € 
module égal | f unité, le rétablissement de la valeur qtf e * 
conque «lu module donné pouvant se faire facilement à la 

de l'opération. 

448. Si l'on considère le vecteur mobile qui passe de ** 
direction OM à la direction ON comme appartenant à un - 
tème solide, ce passage pourra s'effectuer en faisant tour» 

de l'angle a, autour de t le plan qui passe par OM et ON ; * >u 
si Ton veut, en faisant tourner le système de l'angle a'tut** 1 * 
d'un axe a, perpendiculaire au plan MON. Dans ce m^ 1 
vement, tout vecteur OP, situé dans le plan MON ( ou & 
un plan parallèle), décrira aussi un angle POQ = «* Les d*" l 
rmm correspondants aux angle? MON et POQ devront 6 
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sidérés comme égaux, puisque la multiplication par chacun 
d'eux produit sur le système une rotation identique. En assu- 
ciant ce» deux verseurs avec le même module, on aura ainsi 
deux biradiales identiques quant a leurs effets. 

Nous dirons donc que deux biradiales sont égales, lorsqu'elles 
sont cepk û'û&t-JHÏÏre situées dans un même plan (ou 

dans des plans parallèles), et qu'elles ont des modules égaux et 
iU ÔgaUï et de même sens. 

Ainsi deux biradialcs MON t POQ seront dites égales, lorsque 
les deux triangles MQN,P0Q, qu'elles déterminent, seront 
i dans un même plan (ou dans des plans parallèles), et 
qu'ils seront directement semblables. 

On peut donc toujours supposer le premier rayon OM d'une 
biradiale MON égal à l'unité, et représenter ainsi une biradiale 
par un triangle situé dans le plan donné, et ayant pour côtés 
l'unité et le module, et pour angle compris entre ces côtés 
l'argument. 

La multiplication d'un vecteur OP par la biradiale iON 
consistera donc h construire, sur OP homologue à 01, un 
triangle OPQ directement semblable à 01 N; OQ sera le pro- 
<!uil cherché. 

»Si Ton fait passer un vecteur variable (de grandeur et 
position) île Télat OM à l'état ON un le multipliant par la 
biradiale MON, puis de létat ON à Tétat OP en multipliant 1<- 
produit ON par la biradiale NOP, il est clair que Ton aurait 
pu parvenir diî iu même résultat final OP, en multi- 

pliant OM par la biradiale unique MOP» 

v biradinli' \IOI\ qui peut remplacer à elle seule lï'ffet 

combiné des biradiales WON et NOI\est dite la produit de 

cê« deux biradiales. Nous justifierons cette dénomination, i 

laquelle nous a conduits J application du principe de perma- 

montrant que la combinaison des opérations indi* 

par les biradîales MON, NO P jouit des propriétés essen- 

i de la multiplication ordinaire, à l'exception de la 
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propriété commutativc, qui u*a plus lieu lorsque les deux 
biradiales sont situées dans des plans différents. 

On aura donc, par définition, quels que soient les vecteur>. 
0M,0N,0P, 



(0) 



M0NXN0P = M0P, 



ou, si Ton représente (art, 443) chaque bïradiale sous la forme 
d'un rapport de deux vecteurs, 



(10) 



ON OP _0P 
OM X ON~QM f 



formule qui satisfait évidemment à la loi de permanent », 

450. Deux biradiales qui ont, comme MON et NOP, un 
vecteur ON commun, sont dîtes coilinêaires. Nous venons ie 
voir que, dans ce cas, la multiplication se fait immédiatement. 

Si Ton propose de multiplier entre elles deux bîradi 
non collinéaires MON,POQ, on commencera par les trans- 
former en deux biradiales eollinéaires. Pour cela, soit Oit rin- 
terseetion des deux plana de ces biradiales; on fera tourner 
celles-ci auteur de 0, dans leurs plans respectifs, jusqu'à M 
que le rayon final ON de la première et le rayon initial OP 
la seconde viennent se placer tous les deux dans la direc- 
tion OR* Soient M'0N\P'0Q' les nouvelles positions des bim — 
diales; on multipliera les deux vecteurs de Tune d'elles, de Ici 
seconde, par exemple, par un nombre k tel que OP'X'^K 
de vienne égal à ON' (il suffira pour cela de mener N'Q^C 
parallèle à P'O'); on aura alors deux biradiales collinéaiiv 
M'0N\N'ÛG\ dont le produit sera M OQ\ 

451- On appelle biradiales conjuguées deux biradiales ciopJ»% 
nnirex dont les modules sont égnux, et les arguments égaux 
de signe contraire. Ainsi les deux biradiales MON, MO V^ 
seront conjuguées, si elles sont situées dans le même plan <o*^~ 
dans des plans parallèles), et que les rapports de leurs vecteur M-* 

0~M 'ok' soienl ,,à & aux ^ tandis que les arguments MON, M'OIT 



\ 
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at de même grondeur, mais dirigés en sens contraire. En 
autres termes, deux biradiales sont conjuguées, lorsque les 
triangles <|u elle.s <_l<tei niinent sont situés dans le même plan 
(ou dans des plans parallèles) et inversement semblables. 

Nous désignerons les conjuguées dune biradiale M0N=j4 
par les mêmes lettres surmontées d'un trait horizontal, ou, 
.suivant les cas, par le signe flt, abrégé de conjugué. Ainsi nous 
ans 

CMON = 0M =MON = a, 
i2. Si Ton opère sur un vecteur quelconque par la bira- 
MON, et sur le produit, par la biradiale con jugée MON, 
s des deux rotations égales et de sens contraire se 
bruiront, et le vecteur sera ainsi ramené sur sa première 
direction, tandis que sa longueur aura été multipliée deux 
fûts par le module. 
Donc, conformément à Ja définition du produit de deux Lira- 
S nous dirons que le produit d'une biradiale À pur su ta* 
juyuév A est égal au carré du module commun %A f de sorte que 

A.I — A.A — fàA)\ 

Si la biradiale A est unitaire et se réduit à son verseur 1*, 
biradiale conjuguée sera ï œ ^l_ K , et le produit de la bîrâ- 
<linlc par sa conjuguée, 

il à l'unité absolue. 



;. Si Ton a uoe relation quelconque entre d*-s biradiales 
'planaires, qui lui ment une certaine ligure dans le plan, et 
Tie for» construise la figure symétrique de celle-là par rapport 
* Un axe quelconque tracé dans le plan, tous les éléments 
étant les mêmes de part et d'autre, la relation devra subsister. 
Or f dans le passage de la première ligure à sa symétrique, 
chaque biradiale se change dans sa conjuguée. On a donc ce 
Principe important, qu une relation entre des biradiales copia- 
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naires continue à subsister, lorsqu'on y remplace toutes les 
biradiales par leurs conjuguées. 

Nous verrons que le même principe subsiste également pour 
les biradiales quelconques. 

454. Pour étudier les questions qui dépendent de la multi- 
plication des biradiales, nous considérerons à part le cas où les 
biradiales sont toutes coplanaires, et celui où elles sont situées 
dans des plans différents. 

Le premier cas a déjà été traité, principalement au point de 
vue algébrique, dans la Première Partie de cet Ouvrage. Nous 
le reprendrons ici à un point de vue différent, celui de réta- 
blissement d'une méthode analytique pour la solution des 
problèmes de Géométrie plane, comme introduction à l'appli- 
cation des biradiales quelconques à la Géométrie des trois 
dimensions. 



DES OLASTJTÊS COMPLEXES. 



381 



CHAPITRE V. 

DES BI RADIALES COPLAN AIRES OU QUANTITÉS COMPLEXES ORDINAIRES 
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 



Principes ginènui i . 

455. Une biradiale située dans un plan donné peut être 
déplacée dans ce plan [448] de manière que son rayon initial 
ne coïncider avec un axe fixe Q*r, tracé dans ce plan, et 
;i partir duquel on compte les angles, et que, de plus, la 
longueur de ce rayon soit réduite à l'unité de longueur 01. 
On pourra donc toujours représenter une biradiale de ce plan 
par lOÂpOA étant un vecteur dont la longueur représente le 
ii le de la biradiale, et faisant avec Ox un angle égal à 
l argument de cette biradiale. 

Dus lors, la biradiale 10 A sera complètement déterminée 
par le vecteur OA, et pourra être représentée pur ce vecteur. 
dirons, dans ce sens, muitiptier fut k vecteur Ok* pour 
signifier la multiplication parla biradiale iOA. Telle est la 
définition de la multiplication des deux vecteurs situés dans 
tia même plan que 1 origine Ox des angîi 

En conséquence, multiplier un vecteur OM par la biradiale 

1 ,J \ ou par le vecteur OA (en supposant tout situé dans le 

même pi Bût à construire sur OM, homologue a 01 , un 

Sangle OMN directement semblable I OtA, et te produit 

^ra représenté par le vecteur ON ou par la biradiale ION. 

*. Kn se rappelant œ qui i été dit dans la Prkmièive Partis 



1 
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(art. 58 et suïw), on voit que la multiplication de deux bira- 
dîales coplanaires, ou de deux vecteurs situés dans un plan 
passant par la droite, origine des angles, est une opération 
jouissant des propriétés suivantes : 

1° Elle est uniforme; 

* • 

2° Elle est associative; 
3° Elle est commutative; 

4° Elle est distrîbutive (■); 

5° Elle satisfait à la relation a^0 = 0^a = Qi 

0° et a la relation ff-M = t^a = a . 

Donc cette opération, possédant toutes les propriétés de U 
multiplication des quantités réelles, doit être soumise abso- 
lument aux mêmes règles, 

457* Le produit de deux biradiales coplanaires ou de dein 
vecteurs a donc pour module le produit des modules, et | 


1 

1 

i 

1 

1 

i 


( J ) A la démonstration que non 
plus simple de substituer la suira 
Soit OM+ON=OM -|-MP=0 
Flg- m. 

fit MT' de l'iingle st de la 1 
lieront aussi chacun du même an 
luxa été, en vertu de cette dotant 
ronséqueni l'égalité r\ = M , -\ 

OPX%— (OM-l 

• 

r'e*t*i-dirc que opération MA di 
L'Ile est, en outre, coramuUtive, | 
illllnbutive. 


» avons donnée de celle proposition (art •!), il est 

nte : 

P (fig. 6îa U somme de deux vecteurs. U l'on 
multinlie ces trois lignes par le module a du nu 
1 i pi i r a t ru r , on au m le tri* ng te M ' I 1 ' > se a M »t» Jfcr 
à ONl' t et dans lequel 

OP=OH-fMK, 

c'esl-a-lire 

ce qui montre d'abord que la mullifdkatia* 
dblriJmtive dans le tas d'un multipliraleuf t-^*s* 
En fai*ant maintenant tourner un (M Oït ^* 
biradiale multiplicateur, tes deux autres rôles fcusMur* 
fcle *. Donc chacune des lignes QM.OS — MP_ ui 
e opération, multipliée par la biradiale a* , »t H 1 
;-M,P, pourra s'écrire 

-ON)X^-OMXA a +ÔNX»«, 

stribulive relativement au multiplicande. Ceene»*** 
»o en cofu-lut{irt. 865) qu'elle est campUt***^** 

• 
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argument la somme des arguments des deux facteurs. Ce 
résultat montre immédiatement que l'opération est associa- 
tive et eommutattve. 

458- On conclut de là les règles données (art. 59, 60) pour 
la division et l'élévation aux puissances entières des biradiales 
ou des vectci 

9. Toutes ces opérations sont uniformes, bien que Far- 
piment d'une bi radiale donnée soit toujours susceptible d'une 
infinité de valeurs différentes, la biradiale ne changeant pas 
quand on augmente Bon argument d'un multiple quelconque 
de 2x. On peut en dire autant de toutes les opérations qui 
conduisent ii des expressions rationnelles par rapport aux 
biradiales. 

Mais il n'en est plus de même des opérations dans lesquelles 
il entre des expressions fractionnaires des arguments, telles 
que les extractions de racines. Nous avons vu que, dans ce 
cas, on a des valeurs multiformes (art. 68). 

460, Si l'on projette un vecteur a sur deux axes rectangu- 
laires, sur l'un desquels les longueurs sont mesurées avec 
elle, tandis qu'elles sont mesurées sur lautre au 
m 'le l'unité imaginaire i , ou du vecteur unitaire perpen- 
diculaire | Taxe Qx, ce vecteur prendra la forme a^-i-aj, et 
étions faites sur les vecteurs conduiront généralement, 
me nous lavons vu dans la Première Partie, ù des expres- 
sions de cette même forme. 

Ce vecteur unitaire perpendiculaire à Ojf représente (art. 455), 
1& hiradiale unitaire rectangle ou le MTStW rectangle, que nous 
avons désigné précédemment par 1*. 



461. Le module du vecteur a^ra^ + v étant désigné par a 
°t son argument par % r le vecteur pourra se mettre sous la 
me 

a = a ll =aA <x = a(cosa + tsina), 
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eos a et sîn a étant les projections du vecteur unitaire 1 B si 
les deux axes rectangulaires. 

En changeant a en — a, ou, ce qui revient au même, t 
— t f on a le vecteur conjugué 

â=a_ a = a.i_ a = a(cos«— ïsïn«) = a — a t i. 

On ii immédiatement, entre deux vecteurs conjugués, hê 
**••» relations suivantes 



(n-a 



= a„ ^ a cos * 

= la parlie réelle. 



a — a 



— la partie imaginaire, 

où Ton voit que a H- a et « — a représentent deux vecteurs 
pendiculaires entre eux; 

(3) 



formules qui déterminent les composantes du vecteur, son 
module et son verseur. 

462. Étant donnés deux vecteurs 
a=a,, b = 
dont les conjugués sont 

a — a_ 
00 aura 

(5) VTTb = Vlù. i^, 

expression d'un vecteur qui est la moyenne proportion* ^* t( 
tnnectrite des deux vecteurs proposés <M. 
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On a, de plus, 

pour l'expression du verseur de la biradiale formée par ces 

deux vecteurs. 



S H- 
Application* àUx Qèm \msniair9, 



463, Nous avons vu (art* 05) comment on établît, au moyen 
du théorème de Moivre, tes formules fondamentales de la 
gooiométrto. 

tant maintenant a,b,c les longueurs des eûtes d*un 
triangle ABC; a, p, 7 les angles extérieurs, suppléments des 
angles intérieurs A,B,C du triangle; on a entre ces angles la 
relation 




(D 



l + P+y = 2*. 



Si Ion désigne par G Pargument du BôW r, ceux des côtés 
u, t seront respectivement 

Qtts dernière valeur pouvant être remplacée par G — a, La 
im> ris vecteurs AB,BC,CA ♦ Unit nulle, on a l'équa- 

tion fondamentale de ta trigonométrie plane 

Kn y faisant 6=0, il vient 

c + a,-i-b^ = 0, 
***ù Von tire (art, 51), par la séparation du réel et de l'imagi- 
c = — a cosjs — b co*« , a sîn 0— bsin« = 0. 
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Si l'on fait 6=— £(P + y)=— • * + i*. H vient 



\(Mi 



-b =0, 



d'où l'on tire les formules de Mollweide 

acosj r(p— y) — (b-+-c)cos|« = 0, 
asin-i(p — 7) -+-(b — c)sin£« = 0, 

que Ton ramènerait à la forme habituelle en remplaçant a,{ 
par tc — A,tc — B,tc — C. 

464. En désignant par A l'aire du triangle ABC , on a 

2A = b.c.sin«. 

Si Ton représente maintenant par b, c les deux vecteurs AC, 
rapportés à l'origine A, on a (art. 461) 



.B, 



b=K&.J, c = Vc.ï, 




verseur A G = \/ — , verseur A B 



-rô- 



d'où 



verseur BAC = 



verseur AC 
verseur AB 






El 



Si A n'est plus pris pour origine, on remplacera b, *? par 
b — a,c — a, et il viendra 



4tA = 



b — a, c — a 
b — â, c — a 



1 a a 
1 b h 
1 c c 



pour l'expression de l'aire d'un triangle au moyen des vect^ urs 
des trois sommets. En remplaçant a, 6, c par x t + y 1 t\# t — I — ^ %u 
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^i + ïi't 00 retrouvera facilement l'expression connue do l'aire 
du triangle au moyen des coordonnées rectangles de ses 
sommets. 
Par exemple, si les valeurs des trois vecteurs sont 

a = 2— t, & = — l + 3t, c = ~i—2i i 

on trouvera 

i, 2— t , 2 + i 

1, —1 + 31,-1—31 =: -30t\ 

1,— i— 2i, — l + 2f 



4iA = 
15 



d*où A = — 



465* En supposant A .==0, on a la condition pour que trois 
points a t h,x soient en ligne droite, c'est-à-dire V équation de 
la ligne droite menée par les deux points a, h, 



i x x 
î a a 

i b h 



= o, 



On pourrait encore obtenir cette équation en éliminant * 
entre l'équation de la ligne droite (art. 432) 



e * sa conjuguée 



$ + (*— l)a — f& = 0, 
ï-h(f — l)â— fb = Q. 






Nous allons encore donner quelques exemples de l'applica- 
t te méthode, empruntés pour la plupart aux ouvrages 
d ^ M. IMIavitia. 

t, .Soït une droite coupant eu A\IÎ\C/ les trois GÔtéf 
**C ,GA,AB <\\m triangle ABC. En prenant A pour origine, H 
lignant, pour abréger, par B,C , . . . les vecteurs À B , A C , . . . , 
fc ïeiit ji » '/ ( r, t des indéterminées. Les conditions pour qur l< u 
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groupes de points (A 1 ^.CiXB'^wV),^', A 1 B),{AV Ï B\C I ) soient 
situés chacun en ligne droite s'exprimeront par les équations 

U'4-Cp— i)t— pc = 0, 

(1) n'=qc> 

' f/ = f B, 

(2) W -h (*— l)n r — te* = 0. 
Cette dernière équation devient, en vertu des équations 

— (p — i)n-h/ïCH-tf(f— i)c— rtn = Q, 

équation qui exprime que la somme des deux vecteurs» 

dirigés, Tun suivant AB, l'autre suivant AC, est nulle. Or, 
une somme de deux vecteurs de directions différentes ne peut 
s'annuler^ que sî chacun de ces vecteurs s'annule sêpairmmt. Donc 
l'équation précédente se partagera clans les deux suivant 

p — i + rt = o, f + q(t— i) = 0. 

Éliminant f entre ces deux équations, il vient 

(3) (p-i)q+pr—qr = Q> 

équation de condition résultant de ce que les points A\B\C 
sont en ligne droite. 
Or on a 

= rb.p(t— b)-(? — i)c 
= p(q — iïr.ABXB.AC, 
BC\C A' . AB' — (tf -b)(a* — c).b' 

= (f— i)B-(p~i)(C — B).fC 

= (P— *)f(r— i)*AB,BC.AC. 

Mais, en ajoutant au coeflîcîent 

(p-i)q { r-i) 

le premier membre de l'égalité (3), qui est nul, le résultat » 
égal au coeflieient 

p(q—i)r 
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♦I»- l'autre produit» Donc, à cause de CB=— BC, on a 

AC'.BA'.CB*= — BC'.CA'.AB'. 

Dans ces deux produits, les facteurs sont deux à deux situés 

sur une même droite, et par suite ils ont deux à deux des 

iux ou opposés. Donc l'équation (4) subsiste 

quand on y considère les vecteurs comme remplacés par leurs 

modules. 

467. Soient ABC un triangle, et AA\BB' f CC des droites 
concourant en un même point 0, et rencontrant les côtés BC, 
<"A,ÀB en À\B'.C\ On aura, en prenant le point pour ori- 
gine, et désignant par p,g,r,*, u,t? des coefficients réels, 

(l) tf s=sf .à| b' — q.n, c' = r.c, 

Ç85 BA' = *.BC, CB'=t*XA. AC' = p.AB, 

(3) AX = {i—t)m t B'A = (l-ii).CA, C r B = (i-0)*AB. 

Les deux premières équations (2) peuvent s'écrire, en vertu 
des équations (i) 

p.à— n — f(c— *), }.» — C = i*(A — c), 

d'où, en éliminant a, 

(tu — n + pq)îi+{pu— p — *n)c = Q, 

équation qui se partage (art. 460) en deux autres 

u{i — i)—pq^ iu = —p(i — n}. 

Formant les quatre équations qui se déduisent des deux pré* 
Us pif des changements de lettres, on en tire, par mul- 
tjplication, 



(tuvY 



. M r(i--*)(i_,tHi--r); 



, m multipliant de nouveau et supprimant un facteur 
co «HiBun, 



Il M/ 



(pqr)* 



d'où t n v 



pqi 
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et par suite 

tuv = {i — r)(i— ti)(i— c). 

Les équations (2) et (3) donneront, par conséquent, 

BÀ'.CB'.ÀC^À'C.B'À.C'B, 

égalité qui subsistera encore lorsqu'on y remplacera les vec- 
teurs par leurs modules. 

468, Si Ton a une relation identique quelconque entre des 
quantités a, ft,c, ..., on pourra supposer que ces quantités 

représentent des vecteurs. En rintcrpivUint alors confor- 
rnrment W sens que Ton attache aux opérations relatives ain 
vecteurs, on obtiendra un théorème de géométrie. 
Ainsi, on a identiquement 

(a — a)(d— c) + (d — a)(c — b) + {c — à) ni — u) = 0. 

En supposant que à f B,c s D soient des vecteurs ou des point 

du plan, la relation subsistera et donnera 

(i) ABXD + AD.BC + AC,DB = 0. 

Si Ton pose maintenant 

AB.CD = i.p, ÂD.BC=l.û, AC.DB = 3i.ft, 

les trots vecteurs iso,!*, dont la somme est nulle en vertu àv 
Tégal i té (1), pourront former les trois côtés d'un triangle. 

Supposons maintenant que ce triangle se réduise â une 
droite, ce qui arrivera si Ton a entre les modules la relation 

(2) ^?-{-%Q^%n — 0. 

Alors, si est l'argument commun de î» et de Q, l'argwncol 
de r = — (p + Q) sera égal à ±-, Or 



Donc 



argp — argAB + argDC, etc. 



arg A B + arg C D = arg A D + argBC x * + arg A C + arg DB . 
d'où 

argAB — arg AD + argCD— argBC = 0, 
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c'est-à-dire, CB' étant le prolongement de BC, 

angleDAB-f- angle B'CD = 0, 

ou, en ayant égard au sens des angles, 

DAB = DCB' = * — BCD, 

h indique que le quadrilatère ÀBCD est înscriptiblf au 
te. L'égalité ( v 2) n'est autre chose que le théorème de 
Ptolémée p 

469. Passons à la solution d*un problème, énoncé par 
Lagraoge dans son Mémoire <r Sur ta construction des cartes 
géographiques (') » : 

Trais points R,R\R' étant donnés, construire sur une même 
base ÂB trois triangles dont les sommets soient aux points donné*, 
eî qui sûimt tels 4° que les di {fermées des angles au sommet 

BRA,BR'À f BR'À soient données; S que les raisons des côtés 

. , k „ RB RB ll'B 

qui comprennent ces angles, e est-iUUre — , — , 7^77 , sotent entre 

elles dans des rapports donnés. 

Si Ton désigne par r p ,r r p ,r rleslroisbiradiaIesARB,AR'B, 
ÀR'B , les données du problème seront les rapports des modules 

r' r* 

r * r 

et les différences des arguments 

t)n pourra facilement construire, en grandeur et en direction, 
deux vecteurs R'GjR'H, tels que Ton ait 

IVB RB_ 1TG 

KA : RA^^ — R'A* 

RTB R R _ _ 1VH 

R'AVUA" D * '""IV A" 



f") MëmoèrtMde /' Académie de Berlin, 1779* — Œuvres dt Lagrangr, L IV, p, 6»i. 
^K^tnf» ajoute ; m Or ce Problème me parait assez d i fTL< i I e à résoudre par U 
r, et quint A la solution algébrique, je nr l'ai pu lente*. „ » 
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Kn éliminant de ces équations les quantités, 

R'A = HA — RR', R'B = RB — RR', 
R'A = RA - RR% R'B = RB-RR', 

pour ne conserver que les deux inconnues RA,RB, il vient 

(RB — RR')*R'R.RA = (RA — RR').R'G.RB, 
(RB-RR').R'R.RA = (RA — RR').R'H.RB. 

Retranchant ces deux égalités Tune de l'autre, et divisant par 
RB, on obtient, toutes réductions faites, 

GH.RÀ ;= RR'.R'G 4- RR'.R'H . 

Si Ton construit les triangles RR'I,RR'K T respectivement 
semblables h GHR',HGR\ on auraKA=RI,ee qui déter- 
rainera le point A. 

Pour trouver simplement le point B, on recommencera un 
calcul semblable, en posant cette fois 



R'R 
m **~ R f G' 



RR 



^"R'H 



470. Trouver le sommet commun X de deux triangles in 
sèment semblables, dont on donne les bases AD,BG ftfj. 84)* 

La condition de similitude inverse de deux triangles revient 
à celle de l'égalité de la biradiale correspondante à l'un 
la conjuguée de la biradiale correspondante à l'autre, ce qui 
donne 

AX BX ÂX— ÀB 







AD 


"BC 


Hî 




u 


conjugué 


e de cette équation 


donne 








ÂX_BX 

XU~BC' 


d'où 


BC 


» 


et 


par suite 












AX 

AD 


BX.X0 
~BT.BC 


BT~ 


(AX — AB).AD 
BÛ-BC 


Al! 

'ffC 
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Si l*oil prend maintenant, pour plus de simplicité, AB comme 
*'»«. m. axe des #, on aura ÂTT^ÀB, et 

l'équation précédente deviendra 

AX.(AD.ÂD-BC.BÎ) 

= AB.AD.(ÂD + BC), 

ou, en désignant par D' le point 
symétrique de D relativement 
h A B, et faisant D'E = BC, 

AXKHAD) 1 — C3tBC) l ]=AB.AD.AE. 

La coefficient de AX étant réel, l'argument de AX doit Ww 
égal à celui du produit AD.AE, c'est-à-dire à 

argAE + argAD — argAE — argAD 1 = angleD'ÂE. 

Donc l'angle DAX = CBX = D'AE, ce qui détermine la posi- 
tion du point X, 

■471. Inscrire dans m cercle un quadrilatère WXYZ, dont 
In ré tés W X ,X Y , YZ passent respectivement par des points donnés 
A f BpC 9 et dont te quatrième cûté Z W soit de longueur donnée. 

Prenons le centre du cercle pour origine, et une droite 
[iielconque 01 pour axe des abscisses* La condition pour que 
les points À»W,X soient en ligne droite donne 

A— w = p( A _ x); 

<B minant p entre cette équation et sa conjuguée 

H vient 

A — W _ A — X 
Â — W Â — X ' 

°*-*, à cause de w.w= x.x=le carré du rayon du cercle =1 % 
prenant ce rayon pour unité, 

I*^_W)_W _ (a — X) X _ A ( W — X) — (W* — X*) _ A — W — % 
*,W— i " A.X — i A{W — X) Â 
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QFQ directement semblable à 01 C, et Ton mènera A,A t =0Q; 
puis un fera le triangle OAjR inversement semblable à QIC, 
et Ton mènera FG=0R, Soit maintenant 1K une corde égale 
à la longueur donnée du côté ZW, d'oùOK=le verseur K. 
Menons h bissectrice OM de l'angle 10K; elle fera avec 
OG 1 angle = IOG— J10M et avec le conjugué OG l'angle 
10G + J10M. Donc elle sera bissectrice de l'angle que fait OG 
e la droite qui a pour argument 10G + 10K, c'est-à-dire 
a vecteur GK = c\ En achevant donc le losange GOG'M, 

• aura 0M=g + g,k. II ne restera plus qu'a construire le 
triangle OMH inversement semblable à 0À.1. La perpendi- 
culaire sur te milieu de OH coupera le cercle donne au 
sommet W du quadrilatère cherché. 

Le rayon 01 peut être dirigé arbitrairement* Si on le fait 
coïncider avec OC, les triangles 01C,0FG,0À t R se réduiront 
I trois droites coupées proportionnellement, 

179. Trmê formation des coordonnées reeUUgnmi. 
Soient a, fi les arguments des axes positifs 0&,0y; « f ,p* 
ix des nouveaux axes Ox\Oy\ de même origine. On aura 
pour la double expression du vecteur d'un point quelconque, 

i *=«* + yp = <'+fp'. 

En développant, et séparant le réel de l'imaginaire, il vient 

j bcosb + u cosjs = x* cos* h- y f tmf t 
sin « -h y sin p = x* sin « + y' sin p', 
cfoà 

i a: sin ((3 — *) = as* sin (^ — « r ) + y sin (j3— £') r 
f y sÎD(jS— *; — x ! sin (« — m) + y* sin(p*— «). 

Si Ton transporte l'origine au point cl ff on aura 

Ot Ton devra ajouter aux seconds membres des formules (2) les 
mes +e cosv' , + e'ainY', e ^ aux seconds membres des for- 
mules (A) les termes H-ç'sin(jl— y'), +c* sin (y— a). 
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§ m. 

Applications à la théorie des courbes planes. 

473. Soit * un point du plan ou un vecteur variable, I \xm 
variable réelle* Si Ton établit entre ces deux variables uw 

relation quelconque 

Ci) *=/W, 

le lieu géométrique des points pour lesquels elle sera satisfaite 
sera une ligne déterminée. Car, si Ton remplacer par z + ty. 
et que Ton sépare le réel de l'imaginaire, l'élimination de / 
conduira à une équation entre les coordonnées x,y du point. 

Réciproquement, il est aisé de voir que l'équation de toute 
courbe plane peut se ramener à la forme (1). Car on peut 
toujours supposer que les deux coordonnées, rectangulaires 
ou polaires, de chaque point de la courbe soient exprimées en 
fonction d'une variable t (qui peut coïncider avec hiM 
Alors *=a?+iy=r.l f sera aussi une fonction donnée de i. 

474* D'après ce que nous avons vu, a étant une quantité 
réelle, 

(i) z = *t 

représente Taxe réel 01 ; 
(2) z = iaf 

Taxe imaginaire Ot; 
(« 



i = a,f 



une droite faisant avec 01 l'angle a; 
(4) * = *»«* 

une droite perpendiculaire à la droit* 






- — ft *+> f 



une droite faisant avec la droite (S) P angle g; 
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une droite parallèle à (3) et passant par le point b p . 
Si Ton désigne par a, b des points ou des vecteurs, 
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(7) 



(t-l)a-ib = Q, 



on 



; — a 






era l'équation de la droite qui joint les deux points a et ft. 

Si 
S) z = at f z = a't 

sont deux vecteurs, le verseur de l'angle qu'ils font entre eux 
sera 



« 



, a 



ib seront perpendiculaires entre eux, si — =±i- 
Les bissectrices des angles de ces vecteurs seront données 

par la formula 

riO) z=tV±aa\ 

où Ton prendra le signe + ou le signe — , suivant que les 
côtés de l'angle considéré correspondront à des valeurs de * 
de même signe ou de signe contraire. 
Les deux droites 

x = at+b f i = a t t+b t 

seront parallèles , si — est réel. 

L'équation d'une droite menée par le point b perpendiculai- 
rement à z=at sera 

Celle d'une droite menée par h et faisant avec z—at l'angle 
sera 

,13) 



j = i ô ar + &. 



475. Un vecteur a de longueur constante %a et d'argument 
variable, dont une des extrémités est fin, décrit par son autre 
limité une circonférence. Ainsi 



est r équation d'un cercle de rayon %m et dont le cotre esta 
f origine; 

15 ; = * + * 

est F équation <Tun cercle de même rayon et de centre b. 

Si le centre <Tun cercle de rayon %m se transporte le long 
d'une droite z=bi 9 tandis que le rayon tourne autour du 
centre, l'extrémité de ce rayon décrira une cycloïde, 

allongée ou raccourcie, suivant que %h sera >%a ou <%a. 
Si le centre décrit un autre cercle de rayon %b, 

• 17; z = a« + 6* 

sera F équation d'une épicycloïde ou d'une hypocycloide. 
On verra de même que 

les équations représentent 

(18) z = ta t ... une spirale <T Archimêde ; 

(19) z = a t ï u ... une spirale logarithmique; 

• 20 » z = a t 1 — if'»... une développante de cercle ; 

«21 1 z = a t --^-\ ... une quadratrice; 



etc. 



=»H) 



une hyperbole; 



476. Si a,b sont deux demi-diamètres conjugués d'une 
ellipse, et ti,t? deux variables réelles assujetties à la condition 

ift* + f* = l, 

l'ellipse pourra être représentée par les équations 

# = au, y = br. 

En désignant maintenant par a,^ les angles que ces diamètres 
font avec l'axe 01 , le rayon vecteur 0M du point M (a?, y) sera 

z = x* = y 9 = *** + *$*, 
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0B, en désignant par aj> les deux vecteurs a^h^ 
'*) z = au-\- bv. 

On peut prendre, par exemple, ïi^cûsê, r=sin*, d'où 

z — a cos t + b sïn t . 

En particulier, sia,b sont les demi-axes de l'ellipse, on 
peut supposer a=0, p— ^ d'où 

z = acosf + ibsinf. 

Si dans (2) on remplace t par M-§i on aura un autre point 
N de l'ellipse, représenté par 

(4) *i = — flsintf-h frcosf. 

Or, l'expression 

Z — z cos T H- z % sin T =z a cos (F + *) -t- frsîn (IN- r 

représente encore un point de l'ellipse, quel que soit ï\ Donc 
OM=z et 0N=5, sont deux demi-diamètres conjugués; de 
sorte que l'on passe d'un diamètre h son conjugué en faisant 

varier t de ^ * 

Les équations (2) et (4) donnent 

z* + z\ — a' h- P = p a (a + i ft) «i - f&), 

cToù l'on conclut que le vecteur f est la moyenne proportion- 
nelle bissectrice des vecteurs a + 16, a — il. 
On peut encore construire 




en construisant le triangle Qbc directement semblable à Oai, 
cToù c= — , et menant la ligne ad égale et parallèle à Oc 
Alors /"sera la moyenne proportionnelle bissectrice de Oa et Orf. 
Les deux pointa/ et /;= — f ainsi obtenus sont les loyers de 

l'ellipse. 

24 
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L'équation z* + z\=f* donnera 

zl=0^ = {f-z){z-f l ) = Vlf.r l }l. 

Donc le demi-diamètre conjugué de OM est la moyenne pro- 
portionnelle bissectrice des deux rayons vecteurs Mf, /;M; il 
est donc parallèle à la bissectrice de l'angle formé par un de 
ces rayons vecteurs et le prolongement de l'autre. 

On aurait eu l'équation de l'hyperbole, en supposant, 
dans (1), u et v assujettis à l'équation 

en prenant, par exemple, t*=Chf, t?=Shf. 

477. Étant donnée l'équation d'une courbe 

z = f(t), 

la différentielle dz représentera en grandeur et en direction 
l'élément d'arc de la courbe, et, si l'on désigne par ds la 
longueur de cet élément et par o> l'angle de la tangente avec 
l'axe 04, on aura 

dz = i îù M. 

La valeur de ds est la moyenne proportionnelle entre dz et 
son conjugué [art. 462,(3)], 

d$ = Vdz.Sz\ 
l'angle <■> est déterminé [art. 463 ,(4)] par la formule 



K 



=»/i 



En différent iant cette dernière expression, on obtient l'angle 
de contingence dtù. On a 

d.l„ = d.(«* = ie'»d<» = l ia .idé> 9 
d'où 

d« = -i.l_ w di„ 
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Ainsi, pour la spirale logarithmique, à cause de d(a t )=ia t dt, 
on trouve 

dz = (i + n)a t f*dt 9 dz = (—i + t^cL-ié^dt 

ds=l/TTiï.<r*dt, i -==ai ^/îi!. 

Pour l'ellipse rapportée à ses axes [art. 476,(3)], on a 

dz = (— asinf4-tbcosf)df> 
d'où résulte 



ds = Ka'sin^-h b*cos*t.dt. 

478. Cherchons maintenant l'équation de la tangente. Cette 
équation étant de la forme [art. 471,(3)] 

où x est une variable réelle, le coefficient angulaire a doit être 
égal [art. 474, (11)] à dz multiplié par une quantité réelle, que 

nous pourrons choisir égale à -tt. En posant donc 

dt~ z > # 
nous avons, pour l'équation de la tangente au point *, 

(1) t=Z + Z'r. 

D'après cela, l'équation de la normale au même point sera 
(2) ç = z + iz'r; 

celle d'une oblique, faisant avec la tangente l'angle y, 

<3) ç = Z -f- iyZ't. 

479. Exemples. I. D'après cela, la tangente à la spirale 
'ogarithmique aura pour équation, à cause de dz=(n+i)zdt, 

' Ç = *{l-t-(n + l)T]. 

Sangle qu'elle fait avec le rayon vecteur est donné par une 
''luation de la forme 

i q = k- = k(p + qi), 
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k étant un coefficient réel, d'où 

a 
tang = - » 
P 

et dans le cas actuel 

1 = h (n + ï) 9 tang e = - = const. 

II. L'équation de la tangente à l'ellipse est 

t = aco$t+b$\nt-h( — asin t + b cos t) t = z + z^ , 

A 

z % étant le demi-diamètre conjugué de z. Donc la tangente 

est parallèle au diamètre conjugué du vecteur du point de^ 
contact. 

Ç étant la somme des deux composantes a (co s f — xsint), 
6(sinf+xcos*), parallèles Tune à Oa, l'autre à 06, cette 
droite rencontrera l'un de ces diamètres lorsque sa compo- 
sante parallèle à l'autre diamètre sera nulle, c'est-à-dire que, 
pour x= — tang* , la tangente rencontrera Oa en un point dont 
le vecteur sera 









a 
ïo — côst' 


De 


même, 


elle rencontrera Ob au point 








b 
ïk — sint" 


On 


en tire la relation 










a» b* . 

-ï + — = 1 - 



III. La parabole étant engendrée par la composition <E> 
deux mouvements, l'un dirigé suivant Oa et proportionnel a^ 
carré du temps, l'autre dirigé suivant Ob et proportionnel mzjs 
temps, son équation sera 

z = at* + bt, 

a,b étant deux vecteurs constants quelconques. 
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On aura, pour l'équation de la tangente, 

^ = at t -hbt-h(2at + b)r. 

Cette tangente rencontre O'a pour t= — f, ce qui donne 
£.= — at % . Ce point est donc, par rapport à l'origine, le symé- 
trique de l'extrémité de la composante af parallèle à Oa. La 

tangente rencontre Ob pour t = — ^t , d'où Ç>= — ^bt. 

Par le point M, menons une droite Mf, qui fasse avec la 
tangente le même angle que celle-ci fait avec Oa, En intro- 
duisant un facteur réel indéterminé A, on aura 

jM/:MT = MT:Oa, 
d'où, en remplaçant MT par Ç — z=($at+b)z, 

ilf= — (2at+b)*. 
Donc Of=OW+WLf a pour valeur 

(i + 4*T f )(al , + &0 + *r f - > 

et cette valeur sera indépendante de f , si l'on prend Ax , = — ~ , 
d'où 

' Aa 

valeur qu'il est facilede.construire.il existe donc un point 
fixe par lequel passent toutes les droites faisant avec la tan- 
gente un angle égal à l'angle de celle-ci avec Oa. C'est le foyer 
de la parabole. 

480. Trouver V angle que forme la tangente d'une courbe avec la 
droite qui, partant du point de contingence, divise en deux parties 
éffales la corde infiniment petite, menée parallèlement à cette 
ia "gente ('). 



( ) Cakkot, Géométrie de position, p. 477, 
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Représentons par z=f(t) l'équation de la courbe; soient i % 
le milieu de la corde, 

* = /(*+*), z^ = f{t-V) 
ses extrémités. On a 

m _ Z i +Z- i 

La droite qu'il s'agit de déterminer est la droite 

ZZq ^= Zq Z • 

Or on a, en désignant par z[,z\ des quantités quelconques 
infiniment peu différentes de J", z\ 

z t = z + hz' + - 2 r -+--*?, 

*-i = x - AY + ^ z* — — z7, 

d'où, aux quantités du troisième ordre près, 
-_*-*! , A' + A'\ r 

11 faut maintenant déterminer A' de manière que la corde 
z i — z_ t soit parallèle à la tangente en z y et par suite qu'elle 
soit égale à z' multiplié par une quantité réelle. Or on a 

Pour que cette quantité soit à z' dans un rapport réel, il faut 
que Ton ait 

A— A' , tf-hh' + h'* ,„ , , 
2 6 -i— *- i 

ou, en faisant h — A'=8, et écrivant jX au lieu de X, 

Sz H - 5, — ,>; , 
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ou enfin, en remarquant que 8 doit être infiniment petit du 
second ordre, négligeant les quantités d'ordre supérieur, et 

écrivant 8, X au lieu de -r- % , tï , 

33z' + z"' = X*', 

X devant être réel, ainsi que 8. En séparant l'équation en deux 
autres, on déterminera 8 et X. 

On a ensuite, avec le même ordre d'approximation, 

z — z — -^ z + 2 z 9 

2 

ou simplement, en multipliant par le facteur réel t, , 

Z — Z = $2' + Z 9 9 

ce qui détermine la droite cherchée. 
Exemple. Soit la développante du cercle 

z = a t (l — it). 
On a 

z'=za t .t, z' = at(l + it), z m = a t (2i-t), 

d'où 

33(i + if) + 2t— f = M, 
et par suite 

3$— (i+i)i = 0, 3*t + 2 = 0, 5 = — |-, 

ot 

s t —z = i,L + it\. 

Onaensuite^r^=^-hi=*..^, 4 étant l'angle .de la 
droite z — z avec la tangente, d'où 

tang + = 3f. 

481. Cherchons actuellement le centre de courbure, inter- 
section de deux normales infiniment voisines. 

Pour passer d'une normale à la suivante, il faut changer 
* en f+df. Au point d'intersection des deux normales, Ç doit 
tire le même, et par conséquent dÇ doit être nul; mais t aura 
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du varier d'une normale h l'autre, et se changer en -+d-.. On 
différentîera donc réquation 

de la normale par rapport à t (dont z dépend) et à 7, er 
laissant Ç constant, et Ton aura ainsi l'équation 



(2) 



•-^(^'Q+^ 



laquelle se partagera en deux équations réelles, d'où Yo 

tirera les valeurs de t et de j. pour le point d'intersection. E- 

mcltant pour t, dans l'équation (1), la valeur trouvée, 
aura le ^ du centre de courbure, correspondant au point 
La longueur du rayon de courbure sera donnée par 1 

formule 

(S) f = |/(ç— a)ft— i) = r^T?. 

Si, dans l'équation qui donne le Ç du centre de courbun 
on considère t comme variable, on aura l'équation du lieu d 
centres de courbure ou de la développée de la courbe pr 

posée* 

Le môme calcul s'applique à la recherche du lieu des inter- 
sections successives des obliques représentées par l'équation 

(4) 1 = z + lyz'v; 

ce lieu porte le nom de développée imparfaite de la courh 

482, Exemptes. L L'équation de la parabole, rapportée à son 
axe principal » 

1 — al 1 + iht 

donne, pour l'équation de l'oblique qui fait l'angle y ayee I* 
hnigentc, 

;==al f + îbf-t-iy(2af + i]0r, 

d'où, en différent iant sans faire varier Ç, 

d* 




= (2a^-ib)A-hl 7 ^) + i v .5aT 
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; puis, en séparant le réel de l'imaginaire, 
t dr 

! = 2af4-(2afcosy — bsiny^ + ^avcosy, 

dr 

= b -+-(2af siny + bcosï) — +2atsin7 . 

On en tire, en éliminant j- , 

4a f * , -t-b 1 . 
T = 2ïb- sm *> 

d'où, en substituant dans l'équation de l'oblique, 

, M .Vsiny . , f .., . . MaW + Vt A 
C -f- * — g— ^.l 7 = a( f H-tb^— iy.sinyl r- h2ailM. 

£û posant Ç=£+tïj, et séparant le réel de l'imaginaire, on 
aura , par l'élimination de t , l'équation de la développée impar- 
faite de la parabole en coordonnées rectangulaires. 

Poury=^ ly=t\ il vient 

b* _. . 4a* t s 



ç_ =8 ai»-f. 



2a b 

d'où l'on déduit aisément l'équation de la développée ordi- 
naire. 

*!• La cycloïde ordinaire, rapportée à son point de rebrous- 
sement, a pour équation, le rayon du cercle générateur étant 
pris pour unité, 

Z=*-f-t(l — 1_«). 

L équation de la tangente sera donc, à cause de d.\- t =d.e- u 
= — 1...M», 

C = *H-(T+i)(t-i-.). 

p OurT=ii — r = lî =cotôi on a Ç=f+2t\ Donc la tan- 
s^to passe par l'extrémité supérieure du diamètre du cercle 
générateur. 

^ équation de la normale est 

Ç=«+|'(1 + t)(1 — l_i). 
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Elle donne Ç^tpour ts= — 1; donc la normale passe au point 
de contact du cercle générateur- En différentiant, il vient 

d'où Ton tire x = — 2, et par suite le rayon de courbure esl 
ilouble de la normale* LTéquatîon de la développée est donc 

<jue Ton peut écrire sous la forme 

et qui représente, par suite, une cycloïde égale à la proposés* 

Si Ton cherche de même la développée imparfaite, lieu de* 
intersections des obliques 

1 = t+(i + i yT )(i — i_ ()i 

on trouve t= — Ssiny, et Ton obtient, pour l'équation du lieu, 

r as f + i.l iy (l- i_ t ), 

ou 

Ç + 2y + <i — i tY )i=t — 2y + i[i—i-,t-^ l ], 

équation qui représente encore une cycloïde égale à la pre- 
mière, 

483. La recherche des développées est un cas particulier du 
problème des enveloppes» et la solution de cetui-ci peut être 
comprise, avec celte du problème des trajectoires orthogo- 
nales ou obliquangles, dans une môme formule commune. 

Soit 

(1) *«#*,*) 

r équation dune courbe, renfermant un paramètre arbitraire /.. 
que nous supposerons rM $ comme la variable f. Si Ton con- 
sidère une ligne rencontrant toutes les courbes de la se 
représentée par cette équation pour lc^ différentes valeurs 
de X, les divers points de cette ligne correspondront à de 
valeurs de z données par l'équation (1), où Ton fera vai 
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simultanément t et a. Si Ton établit entre ces deux quantités 
une certaine relation, on déterminera la nature de la ligne 
qui traverse les courbes (I). 

Supposons maintenant que la trajectoire cherchée doive 
couper les lignes (!) sous un angle constant 6. On exprimera 
cette condition en écrivant que l'angle des tangentes à la 
ligne (1) et à la trajectoire (tangentes que l'on obtient en con- 
sidérant tour à tour À comme constant et comme variable) 
est égal à Fangle donné 0. 

En différent iant T équation (1) dans les deux hypothèses, cl 
posant, pour abréger, 



àt dî " 






on trouvera respectivement, pour les coefficients angulaires 
îles deux tangentes, 



dt 



= Z 



On aura doue, pour déterminer l'angle que ces tangentes font 
entre elles [art. 462, (6)] 

d} 
S +Z, dt z' 



at 



.ai en faisant 1 ,$ ^ fît , 






rfA 



(«•a 1 *,— ?*,) — + («—> !)*'*' =0. 

(t F 



Si 6 = g, alors m — — 1, et Ton a, pour l'équation aux 
trajectoires orthogonales, 



(3) 



{z , z.+~z'z l )j t + 2z r ï = ^. 



484. L'équation (2) sert aussi à la détermination des 
courbes enveloppes. En y faisant © = 0, d'où m= 1 , le Meood 
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terme de l'équation disparaît, et si l'on supprime le facteur 
-n, qui, égalé à zéro, donnerait une quelconque des envelop- 
pées, on a, pour déterminer l'enveloppe, l'équation 

(4) z'iï,— z'z,=0. 

Tirant de là la valeur de X, et la reportant dans l'équation (1 > 
on aura l'équation de l'enveloppe. 
Remarque. L'égalité (4) se présente sous la forme 

(P+.tj)(P'-»Y) — (P-«j)(P' + »»') = 0, 
laquelle se réduit à la forme plus simple 

(5) -pq'+qp' = 0, ou jt = ji- 

485. Exemples. I. Trouver l'enveloppe des ellipses d'airr - * 

constante et dont les axes coïncident en direction. 

Soit 

z = lcost-h i> sinf 

l'équation d'une de ces ellipses, X et p étant liés par larelatio 

On a, en différentiant, 

z' =— Isint + pcost, z, = cost + *-p sin* , 
d'où, par la formule (5), 
— x sin t /* cos t 



cosf du. . / 



ou >rf/* sin 5 1 4- pd\ cos* t = . 



Comme l'équation de condition donne Xdu= — adX, il ^ 
résulte que l'on doit avoir 

sin*f— cos 1 * = 0, d'où f=±£. 

4 

Remplaçant t par cette valeur et u, par -y, l'équation proposa 
devient 



-vlH?)- 
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/. étant la variable. Celte équation est celle de deux hyperboles 
équUaf&ras, ayant les aies coordonnés pour asymptotes, 

II. Cherchons cnuore les trajectoires obliquangles d'une 
rycloïdc mobile le long de sa base, et représentée par l'équa- 
tion 

On a ici 

l'équation (2) devient alors 

0= [sinû-hsîn(/— &)] y- + 2sinO(i — cosf), 
que Ton peut écrire sous la forme 



2sin - cos 



ou 



cos 



6 f w 

2sinosin uf-f- Z+ïW-p, 



fi- A* 

^ + 2 sin* 1 H- sin 2 lang (' — fi\ '= ( 
rt Ton en lire, en intégrant ;, 

l = C — 2siu*0.f + 2sin20]ogcos(- — o\ . 

Pour 6 = ^, X=C— 2f,et Ton a, pour les trajectoires ortho- 
ffonales de la cycloïde mobile, l'équation 

|s = c — t + i(i — i.o- 
ires sont donc des eycloïdes égales a la proposée. 
III* Trouver le* trajectoires obliquangles de toutes les ellipses 
• * mémei foyew f t f r 

D'après œ que nous avons vu (art. 476 et -479,11), un segment 

7, [iris sur la tangente au point ^1, est égal, à un facteur 

< t près, à la moyenne proportionnelle entre les deux rayoni 

in /,M M/\ «le îvorte que !<• coefficient angulaire de la 

ironie est de la forme 

kV]\WMf. 
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Celui de là tangente à la trajectoire sera donc 



*.i ô .l//iM.M/ p =t ô l/(OM-0/;)tO/ r -OM) > 

ou enfin, à cause de 0f t = — Of, 



En intégrant cette équation , et faisant entrer dans t \e 
facteur réel qui le multiplierait, on a, pour l'équation des tra- 
jectoires obliquangles de l'ellipse 

z = fcos(t + C). 

Pour 0=s, on a t Q =it t et il vient 

z = fcosC.Cht — ifsinC.Sht, 
équation d'une hyperbole de mêmes foyers que les ellipses. 

486. Appliquons encore les théories précédentes à la 
recherche des trajectoires et des enveloppes des normales et 

des obliques d'une courbe plane. 
Considérons l'équation d'une oblique 

. dz 

Pour appliquer à cette ligne la formule (2), il faut remplacer 
dans celle-ci ~,£,X respectivement par Ç,x,f, et par suite 

2 par 57 = 1 r-5ï f 

àç dz . d*z 

el z ' rar ài = Tt + i yd? T > 

et l'équation (2) deviendra, par ces substitutions, en écri- 

vant z , z au lieu de ^-.-77;, 
at ni 

(0) O^limAy — l-^z'z' + imz'z'-'z'z^T^+im—Vz'l', 
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^ = «ine*r + 8ln(o+ 7 )«+^(l y-l^^ . 
ïfl posant (art. 477) dz = \ tù ds, et de plus *'=t;» on a 
— =dlogz' = d(i(ù + logs') = t<J«H — - • 

Z 8 

L'équation (7) devient alors, sous forme réelle, 

(8) — sinô<JT-*-sin(ô-f-7)df 4-t (— cosôdw-*-sinO— r J • 

Si Ton fait, dans ces formules, y = ^, on aura, sous ses di- 
verses formes, l'équation différentielle des trajectoires obli- 
quangles des normales . 

Si l'on fait 6 = 5 , on aura l'équation des trajectoires ortho- 
gonales des obliques. 

Si l'on suppose 6 = 0, on aura l'équation de l'enveloppe des 
obliques, laquelle donne 

2isinv.z'? dt ^ 

z'z' — ZZ* a» 

de sorte que l'équation de la développée imparfaite sera 



(9) i= z+(i-^)z\ y , 

Z 4» — z z 

ou, sous une forme plus simple, 

dz 
(10) r = z + i 7 sin7— • 

' du 

En supposant y = « , on a les formules analogues pour la 
développée ordinaire, 

,mm\ a r zz% -dz 

(H) t = z + 2z'. — — — =z + t- r , 

z'z'—zz' d<* 

d'où Ton tirerait aisément les formules connues. 
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487. Si Ton fait à la fois = ^, 7 = |, l'équation (7) de- 
vient 



A dx 1/dz' dz'\ 



laquelle donne, en intégrant, 

C _ dt 
Yz'z' ds 
et par suite l'équation générale des trajectoires orthogonales 
des normales sera 

.„dz 
ds 
ou encore 

(12) ç = * + tC.i„. 

On voit par là que le module de Ç — z est constant, et que, 
par suite, tous le3 points d'une même trajectoire orthogonale 
sont équidistants de la courbe donnée, c'est-à-dire que les tra- 
jectoires sont des courbes parallèles entre elles et à la proposée. 
Cette propriété aurait pu servir à poser directement l'équa- 
tion (12). 

Si, au lieu de compter les distances constantes sur les nor- 
males, on les compte sur les obliques inclinées de l'angle y 
sur la tangente, il suffira de remplacer, dans l'équation pré- 
cédente, le coefficient de perpendicularité t par le verseur 
oblique l y , et l'on aura, pour l'équation de la trajectoire qui 
coupe ces obliques à une distance constante de leur rencontre 
avec la courbe, 

(13) ç— z+C.Ich^. 

488. Cherchons enfin la trajectoire des obliques à la courbe, 
dont la tangente en chaque point est parallèle à la tangente 
menée à la courbe en son point de rencontre avec la même 
oblique. La trajectoire cherchée étant représentée par 

y=Z-h iyZ'r, 
où t désigne une fonction inconnue de t , il faut que pour la 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 385 

même valeur de t, les tangentes à la trajectoire et à la courbe 
soient parallèles, ce qui'conduit à la condition 



z 

— > 
z 



ou, en mettant pour Ç' 3a valeur z' [\ +^7:77) + 1y* r *» et 
réduisant, 

Mn »T + .5ï( 1 y7 r - 1 ^l r ) =s0 - 
Si Ton pose <fa=1 w d$, cette équation-devient 

siny 1 1 — pi -+• cosyd^ = 0. 

d'où, en intégrant, 

dt 
r = C — e-"«*y , 
ds 

e>t, par suite, l'équation de la trajectoire demandée sera 

r = : + Cet-»**? -^ = z -h Ce'^ 4 *^-» 001 ? . 

On voit que les portions d'obliques comprises entre les deux 
bourbes sont égales et parallèles aux rayons vecteurs d'une 
spirale logarithmique. 



*5 
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THÛOIUK fcLfiMEXTÀIÏU: 



CHAPITRE VL 



DES BÏRÀDIALKS gfTUAttS U'UNB MANIKRK L ESPACE 



Addition àt* hir&diale*. Biradialci rectangkê. 



489. Nous avons rappelé, dans le Chapitre prévient, le^ 
règles de la composition des rotations dans un plan donné, ou 
des bîradiales coplanaires, et nous en avons (ait l'application a 
la solution de diverses questions de* Géométrie plane. 

Nous allons maintenant considérer des rotations sVflVetuaul 
autour d'un même centre fixe , et dans des plans différents. 

Vue rotation imprimée ;i un système solide est déterminé* 
quand on connaît : 1° le plan dans lequel se déplace le féctrai 
d'un point donné du système; 2° la grandeur * i le sms âe 
l'angle décrit par ce vecteur. 

Nous dirons, d'après cela, que deux rotations sont f gales t 
lorsqu'elles s'effectuent dans le même plan (ou dans dea plan* 
parallèles), et que leurs angles ou arguments sont égaux et df 
même sens 

Le symbole complexe, qui exprime qu'une rotation se fait 
dans un plan donné et avec un argument donné» se nomme kfl 
verseur de cette rotation. 

Uni biradule se composant de deux éléments, d'une multi- 
plication du vecteur par im nombre {modale, tosoiù, et du 
rotation de < < vecteur, deux biradialcs sont égales quand elles 
ont mime module et même verseur. 

S. Iju-Ir (Tune biradialeest nuK la biradiale m* irduît à sou 
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module, ou au rapport dos deux vecteurs qui se confondent 
en direction. 

490. Lorsque l'angle MON d'une biraclialc est droit, la bira- 
diale est dite rectangle. 

Tue biradiale rectangle est complètement déterminée, quand 
connaît son module, la position de son plan el ion mm 
-Lins ce plan. Or ces deux derniers éléments sont connu* lors- 
qu'on donne la position el le sens <Tun vecteur perpendiculaire 
au plan de la biradiale, et dirigé de telle manière qu'un obser- 
vateur placé suivant ce vecteur, les pieds appuyés sur le plan, 
verrait le rayon mobile tourner dans le sens iirœt (de droite 
à gauche), en passant do vecteur initial GM &u vecteur final 
ON. De plus, on achèvera de déterminer La biradiale an m 
«1u vecteur, si Ton porte sur celui-ci une longueur représentant 
le module de la biradiale, ou le rapport de la longueur de ON 

elle de OÏL 

Donc les mêmes données, numériques on géométriques, 
ent à déterminer soit une biradiale rectangle, soit un vec- 
leur perpendiculaire ru plan de la biradiale ëan* / ositif* 

On peut donc considérer la notation qui représente une bira- 
diale rectangle comme représentant aussi \\\* vecteur, et réçî- 
[ueinent. 

Ce vecteur, qui peut remplacer la biradiale rectangle ou être 

remplacé par elle, se ■ me te PtcUw de cettq biradiale ree- 

Langle. 

Si Ton porte sur le vecteur une longueur égaie à l'unité, le 
icctettr mitmrû ou axe ainsi obtenir représentera le verseur 
de In biradiale rectangle. 

491, Deux biradiales rectangles conjuguées sont reçrésen- 
par deux vecteurs éganx et opposés, \A par suite de signe 

contraire* On voit d'ailleurs que, appliquées à un même vec- 
mobile, elles lui foitl prendre deux positions égales et 

opposées. On est donc conduit a considérer deux btradiales 
angles conjuguées comme égale» et de signe contrai: 
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il en est il»* mérne des vecteurs qui leur servent d'êft 
auxquels on donnera, par analogie, le nom de vcctw* i 

492, Soient deux biradialcs collinéaïres LOM, LON (fi*j . 
f^. «s et soit OP la somme géométrique de leurs 

vecteurs non communs ÛM,ÔN, Pour 
passer du vecteur OL respectivement aui 
vecteurs OM , ON , OP = OM -h OH, il 
faut multiplier OL par les biradiah 
LOM,LON t LOP, et Ton aura alors 

OLXLOM + OLXLON = OLXLOP 

La biradiale LOP, par laquelle il faut multiplier un vecteur 
quelconque OL pour obtenir un vecteur égal h la somme des 
produits de OL par les deux bi radia les LOÎ1 ,LON, est appela 
par défini Lion T la somme des bi radiales LOM, LON. 

Cette définition satisfait au principe de permanence, puisque 
pour 0L= 1 ; f égalité précédente devient LOM + LON=L0P. 

Un voit que l'addition des biradiales, préalablement rame- 
nées h être collinéaires, s'effectue par la simple addition 
vecteurs terminaux* Cette opération jouit dftnc des mèam 
propriétés que l'addition des vecteurs, et par suite aussi que 
l'addition arithmétique. Il en est de même de l'opération &' 
verse, c est-à-dire de la soustraction. 

On peut aussi étendre ces propriétés à l'addition d'autant de 
biradiales collinéaïres que Ton voudra, dont les vecteurs ter- 
minaux auront des directions quelconques dans l'espace, 

493* Réciproquement, étant donnée une biradiale LOt\on 
peut la décomposer en deux autres LOM , LON, dont les seconds 
vecteurs auront des directions données arbitrairement dans un 
plan quelconque passant par son vecteur terminal OP. CetU 
opération revient à la décomposition du vecteur OP suivant 
deux directions données. 

Au lieu de prendre deux directions ^planaires avec OP, on 
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promit faire la décoinpositinn suivant trois directions choisies 
volonté dans l'espace, 

94. Si Ton prend comme directions eoplanaires avec OP la 

direction OL du rayon initial et 
la direction perpendiculaire OR, 
la biradiale LÛP se trouvera dé- 
composée en une biradiale tut- 
méritjiw LOQ, d'argument nul. 
laquelle est exprimée par un nom- 
bre réel r - TTf , et en une bi radia le rectangle LOR, qui peul 

être représentée par un vecteur (art. 490), 

On voit donc que toute biradiale petit se décomposer xlans 
la somme d'une partie numérique, ou partie riette 3 ou scalaire ('), 
Bl que nous distinguerons soit par la caractéristique 5, soit 
par Tindice zéro placé au bas du symbole qui désigne la bira- 
diale; et «Tune biradiale rectangle, représentante par un vec- 
teur, et que nous appellerons la partie imaginaire ou le vecteur 
de la biradiale, Nous dénoterons cette dernière partie soit au 
moyen de la caractéristique U f soit au moyen de l'indice t 
placé au bas du symbole de la biradiale. 

D'après ces conventions, nous écrirons 

LOP = 0LOP4-ï>LOP = (LOP) o + {LOi , 
tuî, si nous représentons la biradiale par la lettre A, 

^Â=$A+tyA = (t c + u i . 



K». Représentons par a = %A 



*1l)L 



le module, et par 



2M l'argument de la biradiale ,4 ; on aura 

4ftOQ=:3LOPco$«, -9LOR = DtOPsin«, 



S a»r i'Hahiltos). 
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d*où Ton tire, pour les modules des bi radin les composantes. 



^LOQ 



%OU 



= acos« t ^LOR — ^r— -— asm*. 



Si, d'autre part, on désigne par k !»* verseur de la biradiale 
rectangle LOR, lequel est représenté par un vecteur unitaire 
perpendiculaire à son plan, on aura 

\A)\{ = Ut — asin«.A. 

Donc lu biradiale -4 — a-, peut s'écrire sous la forme 

A as fi + ^ = a (cos « 4* a sin *) » 
L'expression 

U A = i w — COS a + A Sill y 

reprédêbtg le verseur de la biradiale j4 = a, 1*> c'est-à-dire !e 
facteur que nous avons désigné jusqu'ici par t«. Le vecteur 

unitaire A est lave de la biradiale quelconque A — a*, aussi 
bien que de la biradiale rectangle ou du vecteur 

ai = a sin k. a. 

Une biradiale rectangle a sa partie réelle rt t aCOêa nulle, 
et se réduit à sa partie imaginaire ou à son vecteur n f __ ia. 

496. In vecteui • a t peut se décomposer suivant trois direc- 
tions rectangulaires Ûr,,Oi fl1 Oi a , choisies, arbitraire) 
(art, 483). En désignant par ",",,«, les troii projections 
algébriques de la longueur du vecteur sur ce 
d'après ce que nous avons vu concernant l'addition de* 
vecteurs, 






<m< 



fUK 



■fM, 



l^lt,!, désignant des vecteurs unitaires portes sur le 
positives des trois axes rectangulaires. 

Il résulte d€ là qu'une biradiale A a t peut luujotit* 

se décomposer en quatre parties hétérogènes bous I.i l'urine 



A as rr,, -f- tf t t t + /i t i f +. a,\, f 



DfcS Ul^TlTt-S COHPIKXUS. 



Sttl 



ft t% a lt Q^,n 1 étant des nombres, et i M î lf ij trois tmitiê imaffi- 
/mires, portées sur trois directions rectangulaires données. 
On a entre les divers éléments de la biradiale les relations 



* n = SA = acos«, %a i = fyyÂ = Val + at+aî=&sin*, 



On voit par là qu'une biradiale peut être représentée par 
une expression complexe composée de quatre ternies* Une 

file expression s'appelle ùù quaternion. 
497* Pour passer d'une biradiale à sa conjuguée, il suffit de 
langer le signe de l'argument a, ce qui donne 
Â = 1v4.(cos* — Asinet). 
On obtiendrait la même expression en changeant le signe de 
Taxe k , ou celui du vecteur a t , ou ceux des projections a, , a t , a, 
«lu vecteur, ou enfin ceux des trots unités imaginaires i, ,u ,i t , 

498- In vecteur et une biradiale rectangle ayant la même 
représentation, le produit d'un vecteur par une biradiale rec- 
tangle (coplanaire avec ce vecteur) pourra être considéré 
comme résultant de la multiplication de deux vecteurs, ou de 
deux bîradiates rectangles, ou encore d'une biradiale rectïyigle 
par on vecteur 

Faisons abstraction, pour plus de simplicité, des modules des 
vecteurs ou des bi radiales, eu les supposant tous égaux h l'unité, 
m*** Soit le vecteur OL (fig. 67) à 

multiplier par une biradiale rec- 
tangle située dans le même plan, 
et <|ue nous représenterons par 
LOM. On peut remplacer le vec- 
teur OL par la biradiale MON, 
et la biradiale LOM par le vec- 
teur ON. 

Le produit du vecteur OL par 
la biradiale LOM étant égal au 
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vecteur OM ou à la biradialeNOL, cette égalité pourra s'écrire 
sous les diverses formes 

OL X LOM = MOIS X LOM — MON X ON 
= OLxON = OM = NOL. 

On peut encore représenter ce produit par 
NO M X MOL* = X'OL\ 
ce qui est un cas particulier de la formule (9) de TurL 449. 

i99. Le formule précédente 

OLxON = OSt = -OM 

nous montre que le produit de deux vecteurs rectangulaire* 
entre eux est égal à un troisième vecteur, perpendiculaire aux 
deux premiers, et dirigé en sens contraire de Taxe positif du 
mouvement du premier facteur vers le second* 

Si donc nous considérons trois vecteurs unitaires, recta i 
claires entre eux, Oi^Oî, ,Oi,, que nous désignerons phtt 
brièvement par i,,i tl i lf chacun de ces vecteurs étant Taxe 
positif correspondant au minivi-iin-nt I un vns l'autre des deux 
vecteurs restants, pris dans Tordre cyclique direct des indu 
1,2,3,1 ,3,3,1, — , on aura les relations 

1 Wj» — l lf f a t m = — l 9 « 1,1, — — i,- 

De plus, si Ton échange entre eux les facteurs ÛM ,ON, 
revient a échanger entre eux les ftxefl opposés 0M»OM\ d» 
sorte qu'on aura 

ONXOL=OJT = -0M. 

Par conséquent, nous obtiendrons les trois nouvelles relatif) 

l,l t = + i tî i | | | — -». | f| i f i, = + i M 

En comparant les formules (1) et (î), on voit que la imilti 
plication des unités imaginaires n'est pas cûiumutativp. 
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500. Supposons maintenant qu'un vecteur quelconque OL 
soit multiplié par la biradiale rectangle LOM, ce qui le change 
en 0M, puis une seconde fois par la même biradiale ou par 
«on égale MOL', ce qui le change en OL' = — OL. Le résultat 
</e cette double opération sera donc de changer OL en — OL, 
'>cj de multiplier OL par — t. Si donc on appelle produit de 
''eux biradiales (art. 449) la biradiale telle que la multiplica- 
tion d'un vecteur quelconque par cette biradiale puisse rem- 
placer les multiplications successives du même vecteur par les 
<1^xjl*x premières, on devra poser 

L0MXL0M = (L0M) S = - 1, 

**** » ce qui revient au même, 

ON f = — i. 

H*onc le carré d'une biradiale rectangle unitaire est égal à — 1 . 
On a, par conséquent, 

54)1. Des formules (1), (2), (3) on tire 

0t x i f ) X i, = - i f X i, = — ij = + i . 
h x (i, X i.) = i t X - i t = — i. 1 = + i - 

0i x U) X i, = i| X M, X i t ) = 1,1,1, = -i- 1 , 






*~*- par suite la multiplication des facteurs i t 9 1« , i a 9 pris dans 
*^ **dre cyclique direct, est associative. 
CDn aurait de même 

1 ^ > (i, X i f ) X i, = i a X (i, X i,) = i.i»i t =^ — l ; 

^^^cla multiplication des mêmes facteurs, pris dans l'ordrr 
^ clique inverse, est encore associative. 
On a ensuite 

tii x i,) X i| = — i, X i, = h- û, 
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donc 

(6) (i, X g X h = h X (i, X i,) = 1,1,1, = + i SÎ 

et de même pour tous les autres cas analogues. Donc la multi- 
plication des unités imaginaires est une opération associative. 

§11. 

Multiplication des biradiales. 

502. Soient maintenant L0M,M0N deux biradiales, que 
nous supposerons préalablement ramenées à être collinéaires 
(art. 450). Si Ton accomplit d'abord sur OL le déplacement 
indiqué par LOM, puis sur le résultat le déplacement indiqué 
par MON, on aura multiplié OL par LOM, et le produit OU 
par MON. On aurait pu faire passer le vecteur variable dek 
position initiale OL à la position finale ON, en le multipliant 
directement par la biradiale LON. La multiplication par cette 
dernière équivalant aux multiplications consécutives par LON 
et MON, on dit que la biradiale LON est le produit des bira- 
diales LOM, MON. On aura ainsi, par définition, quels qœ 
soient les vecteurs OL , OM , ON (art. 449), 

LOM X MON = LON. 

503. Représentons provisoirement par 

.4 = a a , Z* = b p , C==c y 

les trois biradiales précédentes, a, b.c étant leurs modules, 
<?t a , (3 , y leurs arguments considérés en grandeur et en positif*, 
a a , par exemple, se réduisant àa = a poura = 0, et i 
a K = — a pour a = 7:. 

Pour effectuer la multiplication A X B des deux première* 
biradiales, on fait d'abord le produit des modules 

a x b = c, 
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orte qu'on a entra les modules de* tara facteurs et celui 

du produit la relation 

/e méùlè du produit est égal au produit des modules des 
devra. 

On exécute dn&uîte sur les angles LOM , MOiN une opération 
<|Uui G68 Ugtes étaient dans le même plan, serait une addi- 
tion. 

Séparons, pour plus de simplicité, cette opération de la 
multiplication des modules, en mettant chaque biradiale sous 

Terme du produit de son module par son versent. En dési- 

iant t conformément à notre notation provisoire, les verseurs 
|>a r i mf ty f i ?I nous aurons 



A = a.i ft1 ii = hA 



*' 



C = G.i. 



II est clair qu il revient au m^me de faire les multiplications 

4ti vecteur par a, puis parb, en même temps qu'on lui fait 

■uhir les changements successifs de direction indiquée par 

, tj, ou bien de le multiplier tout d'un coup parab — c, 

^près lavoir animé a sa direction finale en le multipliant par 

't * Nous pouvons donc nous occuper isolément du produit des 

ve «^eurs 

i a x lp = L* 



•OS* Imaginons une sphère de rayon = I , décrit? du centre 
- Chaque vecteur unitaire scia représenta pur un point de la 
l 1 '»» n, ri un verseur L0M sera représenté par rare dé grand 
le LM. 
l'opération qui forme avec les deux verseurs LM , LN le 
ur LN est tout a fait analogue a celle qui constitue fad- 
l iùÈ vecteurs dans le plan. Nous sommes donc conduits 
lie nouvelle opération le tium ffédUtàm, M nous 
mri *Jiquerons par le- signe + # Mais, pour la distinguer de 
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l'addition des vecteurs, dont elle diffère par un point essentiel, 
nous l'appellerons Y addition sphérique. 

505. D'après cela, la multiplication des deux veneurs ee 
fera par l'addition (sphérique) de leurs arguments (considér 
en grandeur et en position), de sorte qu'on aura 




et, si Ton rétablit les modules quelconques, 

Ainsi, la multiplication de deux biradiales se fait par la 
multiplication de leurs modules et l'addition (sphérique) de 
leurs arguments. 

Cette règle donne, pour le produit de deux biradiales conju- 
guées, 

^ X ^ = a 8 xa. a = (a Va = (a r ), = a» = {%À f m 

ce qui s'accorde avec ce que nous avons vu (art. 452). On voil 
que, dans ce cas, la multiplication est commutative, comme 
cela a lieu, en général, toutes les fois que les biradiales sont 
coplanaires. 

506. Nous connaîtrons donc les prophètes de la multiplica- 
tion des biradiales, dès que nous connaîtrons celles de l'addi- 
tion sphérique des arcs de grand cercle, 

I. L'addition sphérique est évidemment une opération iflw* 
forme. Il en est donc de môme de la multiplication des biradiah^ 

H. Si un seul des termes de la somme varie, le résultat vari*'* 
On en conclut (art. 372) que l'addition sphérique est une opé- 
ration complètement uniforme, et il en est de môme pour h 
multiplication des biradiales. 

III. L'addition sphérique (si Ton excepte le cas de deux W 
noplanaires) n'est pas commutatire. 





BU QUANTITÉS DM 

obtenir la sonum- 
Fîf eff déplacera, s'il le faut, chacun snr 

son cercle, de manière que l'ex- 
trémité finale du premier a et 
VexUémité initiale du second £ 
viennent coïncider avec une des 
intersections M (fi$. 68) des deux 
grands cercles. L'arc LN f qui joint 
alors l'extrémité initiale de a à 
l'extrémité finale de p, sera la 
fftmmc cherchée a -h p . 

ir obtenir, au contraire, (î H- a, on fera glisser les deun 
arcs sur leurs cercles respectifs, de manière que l'extrémité 
finale rie jï et l'extrémité initiale de * viennent en M , ces arcs 
prenant les positions N'M,ML\ La somme P + « sera alors 

Iulée par Tare XL. 
Mr. tes arcs LN , N'L' n'étant pas, en général, dans le méfM 
plan, ne peuvent correspondre \\ des verseurs égaux, les argu- 
ments de ces verseurs étant les mêmes, mais leurs axes étant 
kta somme LM + MN ne peut pas être consi- 
comme égale à la somme MN f LU, Parlant, les deux 
produit* 



*« X i«i — 1^, 



*Jl Xl *- *pn-a 



^«aont pas égaux, 

Donc l'addition sphérique et la multiplication des biradiah u 
*ont des opérations non commutatives, ce qui les dislingue de 
l~ addition et de la multiplication ordinaires. 

Remarque. — La f^ure OMN'L' est symétrique de la figuiv 
INL par rapport au rayon Oil * Les deux arcs LN f N'L' sont 
tooe égaux en grandeur, et sont également inclinés sur chatun 
'<* arcs LML\NMN, 

**08* Dana le cas OÙ les deux arcs L\I,MN seraient égaux 

un a un quadrant, h LX.N'L' Feraient partie du 

^rtie grand cercle, et ils seraient dirigés rn sens opposé, et 



r f v. 
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par suite de signe contraire. Donc, si ,1 et B sont deux bira- 
ijtales rectangles, tes prodoits A X B et B X A auront Q 
module et des arguments égaux et de s igné contraire, Ces pnv 
doits sont donc deux bîrwiialtt c^njugure*, de sorte que Ton a, 
A et B étant deux biradialeà rectangles ou deux vecteurs 
B X A = C(4 X B). 
Ainsi t /# prodnit et deux hiraiiûle* rectangle* ou de dm 
fittemr* Me rkanje itou ion c^nJHgné, hrsquon intervertit f orrfr? 
et* faetenr$. 

308. On peut encore présenter la démonstration comme i 
suit : 

Le produit de deux vecteurs OA.OB est égal à celui 

biradiales rectangles LOM , MON , que ces 
vecteurs représentent, lequelles sont si- 
tuées dans des plans perpendiculaires 

OA et à OB, et où Ton a pria — =s ^ 

OU OB n t . . - 

srr=-j . Ce produit est donc repréMttl 

par la biradialc LON, située dans le flnn 

des deux vecteurs, ayant pour module !•* 

produit des modules a, b des vecteurs, *•' 

pour argument le supplément de l'angle y de ces vecteur 

Donc 

0AXÛB = ab(- eos'/ + tsio 7 ), 

i < tarit Taxe unitaire pris sur la direction OÏL 

Cette bbadiale LON peut être encore représentée par àOB 

OB 1 étant un vecteur de longueur a'b porté sur le prolonge* 

ment de BO. 

, OST OB OL' OA 

On aum de même, en prenant 



UN 



OM' 



i 



OB X A = NOM X MOL' = NOL' = (ab)^ 

= (ab)(— rosy — csioy). 

Taxe de la biradiale NOL' étant de sens et de signe contrai 

à Lixe c de LON . 






ÏIE S QUANTITÉS COMPLEXES. 3ÎK) 

Les deux bi radiales qui représentent les produits des mêmes 
vecteurs pris dans un ordre différent sont donc conjuguées. 

5 9. Si Ton considère deux biradiales rectangles conjuguées 
MON , MON, les produits obtenus en multipliant par ces bira- 
diales une biradiale quelconque LU M seront les biradiales 
LONïLOfï, lesquelles, appliquées au vecteur OL, donnent 
ileux vecteurs égaux el de signe contraire ON, ON. Donc 1*^ 
produits LOM X MON , LOM X MON doivent être considérés 
ioinme égaux et de signe contraire. Il en est donc de même 
ièê facteurs M ON, MON. Ainsi, deux biradiale* rectangles cou- 
jtitjuées sont égalée §t fa ligne contraire, comme nous l'avions 
vu {Tune autre manière (art. 401), 



c — c -t — c «. "~ *imvm t c 



510. Le produit ÀB — a*.b^ de deux b ira dia les quelconques 
LOM ,11 ON étant représenté par C = c P , soit C la biradiale 

Ioujuguée de ce produit. On a 



-dire que Ton a 

bonc la biradiale conjuguée d'un produit de deux fadeur* est 
0tth au produit des conjugués des deur facteur*, pris dans, V ordre 

S les biradiales sont rectangles, un a alors A = — À, 
— BfarL «ty Donc 

ïïs-.4|s:'(-B)(-i}a + HA. 

ie le produit de deux biradiales rectangles ou de deux rec- 
hange de signe ou se change dans son conjugué, quand 
intervertit Tordre des facteurs. C'est une extension de ce 
* nous avons vu (art. 490). 

£»1t, IV. La multiplication des biradiales jouit de la propriété 
f **ibutire par rapport à l'addition. 



MK) riJKORIK KLKttfiXTAIItK 

1° Soient Sabord trois biradiales ftltMmrti Â+B .t. On 
pourra (art, 450) les transformer *ie ■» 
Dtèra qu'elles soient représentées j» ! 
L0M,L0N,Q0L. 

Si Ton construit- 0P- OM+0!S\e«i 
aura alors 

LOF = LOM + LOIN = A + fi 

Cela posé, le produit 

C.U + B) = Q0LxL0P = Q0P = Q0M+UON 

= (QOL X LOM) 4- (QÔL X LON) = CM + C.fc 

Donc la multiplication des biradiales wriltnéaim est dislrï 
tive relativement nu multiplicateur, 
-2° De l'équation 

OU tire, en prenant les conjugués des deux membres et apf-^' 1 * 
quant le théorème de fart, 510, 



C.(A -htf) = (4 h if.J.C = (.4 4- B)a; — C.A + C.B = A£ + &~ 

Or ^ , If ,C peuvent représenter trois biradiales quelconque 
Donc la formule 

(Â + ~B)£ = A.U+B.€ 

montre que la multiplication (les biradiales colline 
distributive relativement au multiplicande. 

3° L'addition des biradiales étant commutative, on en eoi 
dura, en raisonnant comme dans fart. 385, que la multiplies 
tion des biradiales eollinéaires est complètement distributive 
e est-à-dire que l'on a, pour quatre quelconques de ces biis 
diales. 

(A + B) (C + /)) = A C -h AB + BC+BD. 

\P Considérons HJâintananl les trois biradiales rectangl^^ 
A )B t Ci ou les trois vecteurs V , OB , OC qui les représente»"** 
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et soit OA -+-GB = QK le vecteur égal à la somme des deux 
premiers. Le produit Ù (À + B) sera représenté par la biradiale 
COK' ,OK' étant une longueur convenable = ( J 3tC)*,OK, portée 
sur le prolongement de KO. Maïs on a, en prenant sur les pro- 
longements de AO,BO,OÀ' =(tEC)VOA,OB r = (fcC)\OB, 

kCOK' = CO A' + COB' = OC X A -h OC X OB. 
ri c on a encore, pour les produits de vecteurs, 
C\ :.l-hfl) = C.jl+C.B; 

la multiplication est donc distributive relativement au multi- 

fplioateur. 
On en conclurait, comme dans 2°, qu'elle Test aussi relative- 
ment au multiplicande , et par suite qu'elle est complètement 
(Ustributive. 

£5° Si Tune des biradialee À ,B , C a un argument nul et se 

i*ét 1 i^iît à une biradiale mmériqnê^ elle pourra toujours être 

£o« sidérée comme col linéaire avec les deux autres, puisqu'on 

peut prendre pour plan de cette biradiale un plan quelconque 

passant par la direction commune de ses deux vecteurs. La 

d'stributivîté est donc encore démontrée dans ce cas. 

Il en est rie même si deux ries trois bi radia les sont numéri- 
ques. 

6 e Soient maintenant quatre bîradiales quelconques A^B 9 C^D, 
Une biradiale *4 pouvant se décomposer (art. 494) en une bira- 
diale numérique a û5 plus une biradiale rectangle ou un çee- 
teurn (t nous aurons, d'après ce qui précède, 

(* -* B) (C + D) = (A -h B) [fa + rf d ) + (fi + //. i 
= (A + B) (c, + d ) + (A -h B) | * + 4] 

— [(floH-fcii) + 0v*-M] ( c o+4) + [(ffflH-fto^ ■+■ («.-+ Iffl («+<g . 

En développant les produits, qui tous sont distributifs, on 
trouve un résultat identique à celui que Ton aurait obtenu en 
développant 

+-a«) fa+cfe) + (0,+*,) (4+4D + toi* W ^ "* *)+( V+-M ( rf «+ rf . I 

26 
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Donc la multiplication des biradiales quelconques est complé 
tement distributive. 

512, Nous avons vu (art. 496) qu'une bî radiale peut se 
mettre sous la forme d'un quaternion ou quantité complexe à 
quatre termes. 

Chacun des termes du quaternion peut être considéré comme 

une biradinle spéciale d'argument ou ^ , et la biradiak- 

donnée comme une somme de quatre biradiales. Donc la mul- 
tiplication de deux biradiales, mises chacune sous fore 
quaterniona, jouira de la propriété distributive, et s » 
par conséquent d'après la règle de la multiplication > 
nôraes, fondée sur cette propriété. Cette multiplication reotru 
donc dans la définition que nous avons adoptée (art. 
la multiplication des quantités complexes en général 

513, V. La multiplication des unités imaginaires étant asso- 
ciative (art, 501)» on en conclura, d'après ce que nous avons 
vu (art 398), que la multiplication des quaternions, et par 
suite celle des biradiales qu'ils représentent, est associai' 

Mais l'importance du principe associatif, dans la théorie pi 
nous occupe, nous engage à en donner deux autres défltoû* 
trations directes. 

* 

514, l m Démonstration. — 1° En faisant abstraction 4 e * 
modules, supposons d'abord trois biradiales unitaires U»^*< 
MON , NOP, telles que le plan de la troisième passe par * 
vecteur final ON de la deuxième, lequel est aussi le te 

final du produit L0MXM0N=LON des deux premier 
On a 

(LOM X MON) X NOP = LON X NOP = LÛP , 
LOMX (MON X NOP) = LOM X MOP= LÛP. 

Donc, dans ce cas, la multiplication est associative. 
2° La propriété associative subsiste encore toutes les 
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que la seconde biradiale MON — «, est numérique, ce qui est 
un cas particulier de ce qui précède, le plan MON étant arbi- 
traire. On a ainsi 

(LOM X a 9 ) X NOP = LOM X {a 9 X NOP), 

3° Soient maintenant trois biradiales quelconques LOM, 
MON, POQ (fig. 71). Si nous menons NR parallèle à DM, jus- 
Fii- rt- qu'à la rencontre du plan POQ 

en R, le vecteur ON sera dé- 
composé en OR + RN, et par 
suite la biradiale MON «m 
M OR -h la biradiale numérique 
formée par les vecteurs parai- 
lèles OM , RN, et que nous dé- 
signerons par a t . Or MOU ne 
diffère de MOP' que par le 
module; de sorte que nous 
pouvons poser M OR = fc u . MOP', A» étant un nombre. Donc on 
peut remplacer la biradiale MON par rt t -t-ft .MOP'- 

En supposant donc la biradiale POQ transportée en P'OQ , 
l t en rertu de la propriété dîstributive, 



LOM X MON = LOM X (** + LOM X ft. X MOP', 



ou 



(LOM X MON) X POQ 

= (LOMX« )XP'OQ' + (LOSIx6.X>IOP , )XP l OQ' l 

mi, en vertu des lemmes précédents, 

= LOM X (<% X POQ) -h LOM X [(*, X MOP ) X POQ] 

= LOM X [((f. + ^X MOP')X POQ'] 
= LOM x (MON x POQ). 

tjuuc la multiplication des biradiales quelconques est ai 
t.ive. 



'♦15, 2 a Démonstration. — Cette démonstration, due à M obi us, 
sur la considération des rotations. 



%04 THÉOMIB ÊLÉHEMAJKB 

1* Soient un système solide £» mobile autour d'un point fixeû* 
et «Jeux axes fixes 0L t 0M ( partant du point (ftg* 72), Pai- 
nt.», sons tourner le système E d'unô 
demi-révolution autour de Vaxc 
fixe OL, ce qui amènera I* 
leur mobile OM\ qui coïncidait 
primitivement avec 011, 1 i 
dre la position 0M ( * Eu faisant 
faire au système une nouvelle 
demi-révolution autour de l'autre 
vecteur fixe OM , OM' viendra se placer en 0M t , faisant avec 
sa position primitive OM un angle égal à 3L0M* 

Donc deux demi-révolutions » effectuées consécutivement 
autour de deux axes fixes 0L,0M , équivalent à UIM 
rotation effectuée dans le plan LOM, en tournant, de OL 
OM, d'un angle double de LOM - 

Si nous désignons donc par L* une rotation d'un angle = x 
autour de Taxe OL, et par [2L0M] une rotation d'un l 
2 LOM dans le plan LOM; si, de plus, nous désignons par le 
signe X la combinaison de deux rotations, nous aurons la re- 
lation 

(1) OI^xOB^pLOM]. 

2° Soient maintenant GN,OP deux autres axes, situés daoi 
un plan différent de LOM j nous aurons de même 

ON*xOP* = pNOP]. 

Les rotations [2LOM],[2NOP] étant indépendante 
sitions des biradiales LOM,NOP dans leurs plans respectif:, 
on ne changera rien au résultat en amenant ces biradiales à 
avoir pour vecteur commun Tint ers cet ion des deux plan 
les remplaçant par les biradiales respectivement égales QOR, 
HOS» Les égalités précédentes deviendront alors 

OQ,X0R.:=[2QOR], 

OB^x 0S ff =:[2R0S]. 
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3° Supposons maintenant que Ton opère consécutivement les 
cil ^placements représentés par les expressions, 

OQ*, ÛR ff , OR,,, OS w . 

T „Vffel des deux premiers sera de faire tourner le système do 
lVangle2Q0R dans le plan QOR; l'effet des deux derniers, 
i indépendant de la position d'où part le système, sera de le 
ffsire tourner de l'angle 2RQS dans le plan RGS. 

Mais les deux rotations consécutives OR*, OR*, exécutées 
a utour du même axe, produiront des effets qui se détruiront 
Mutuellement, de sorte que l'effet des quatre rotations se ré- 
ut t à celui des deux seules rotations 

0Q^X0S«=[2Q0S]. 

*n aura doue, quels que soient les trois vecteurs 00 ,0R , OS, 

< S) [2Q0R] X [2R0S] — [2QÛS]> 

Par conséquent, Q ,R,S étant les trois sommets d'un trian- 
ç^le sphérique, c'est4-dire QS étant la somme sphérique de deux 
^rcs QR,RS, il reviendra au même de faire tourner un sys- 
tème solide dans le plan QQS de l'angle représenté par Tare 
SïQS, ou de le faire tourner d'abord dans le plan QOR de 
l '"angle représenté par 2QR, puis dans le plan ROS de l'angle 
Représenté par 2RS. 

^Réciproquement, si deux rotations consécutives, repré- 
sentées, d'après les conventions précédentes, par [3ç],[2x]t 
*3nt le même résultat que la rotation unique représentée par 
£2^], les demi-arcs correspondants ç f % f ty pourront se trans- 
porter sur leurs grands cercles respectifs de manière à former 
les trois côtés d'un triangle sphérique, de sorte que l'on aura, 
le signe -+- indiquant l'addition sphérique, 

? H" x = ^ i 
<*ar chacune des opérations considérées est complètement uni- 
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5° Cela posé, soient a,p,y trois arcs de grand cercle quel- 
conques. On aura 

[2«]X[2fl = [2S], pour* = « + p, 

[2*]X[2y] = [2t], pour i = * + y = («+# + ■/, 

d'où résulte 

}[2«]X[2j5]jX[27] = [2}(«+l5) + 7 j]. 

Mais l'effet combiné des rotations [2 p] , [2 y] est indépec 
de la position d'où part la sphère liée au système, ri F on peut 
toujours remplacer ces deux rotations consécutives par 11 i 
tion unique [2Ç], en prenant Ç = $ + y. Donc 

}[2«]X[2p]{X[27] = [2«]X[2ç] 

= [2«] X Ptf + y)] = [*|«+tf + »>{]. 

Les rotations [2|(a+P)+YJ],[2}a+(p+Y)j] sont d onc égal 
valentes, ce qui exige que lés arcs (a + p) + yet «+(£+?) 
soient sphériquement égaux , c'est-à-dire qu'ils soient de même 
grandeur, de même sens , et qu'ils appartiennent à un mémo 
grand cercle. 

Donc l'addition sphérique est une opération associative, et » 
par suite, il en est de même de la multiplication des biradiale^ - 

On pourra donc écrire 

(« + P) + 7 = « + (P + 7) = « «-0 + 7. 

et, de même, 

(a a Xbp)Xc y = a a X(bpXc y ) = a a Xb ? Xc r . 

516. Au point de vue géométrique, ce théorème répond ù l — J 
construction suivante : 
Soient trois arcs de grand cercle quelconques 

LM = «, NP = /3, OR = 7. 



DES 



Si ïon construit, par 
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In règle de l'addition sphérîquc, 

«4- c=s , É 



2° H-y-ti 

les deux ares 
i' :=* + {£ 4*j) 

seront égaux en grandeur, 
fl appartiendront au même 
çrand cercle. 

llamilton a donné de 
cette proposition une dé- 
monstration géométrique 
iirecte, qui établit en 
|nème temps la propriété 
jssociative de la multipli- 
cation des bi-radiales. 

M7. h* e* que nous venons de démontrer il s ensuit que, 
A f B, C , ... sont des biradiales en nombre quelconque, on 
I, par exemple, 

{(A.B).C}D=[AAB.C)]B = A.l(B>C).B]=A.[B.(C.D)] 
= (A,B).(C.B)=„*=A*B.C.D t 

m supprimant les parenthèses, pour désigner la valeur corn- 
ue de tous ces produits. 

518. Développons maintenant les calculs de la multiplication 
fies biradiales, mises sous la forme de qua tentions. 
Soient à multiplier Tun par l'autre les deux quaternions 

8 = ^ 4* fr t l, -h fr,*, «h &j 

si m*h 

(pur produit. 
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En effectuant la multiplication d'après le principe d 
et ayant égard aux formules des art, 499 et 500, relal 
multiplication des unités imaginaires, on trouve, p 

valeurs des coefficients du produit C t 

r — «, 6 Ô — ff t fr t — fl, 's — ", 6 8 ♦ 

0. = ^», + ^^+ |fl t 6,U 
^ = (%&, + *,&.+ [0.6,1- 



I 



511K Si 17m met les deux biradiales sous la for 
,4 — a u + a, , B = è,4 fc 
leur produit deviendra 

(2) j4fi = ô ft -h fl ft, + 6 ^ ^ rr f 6 # 

lin intervertissant Tordre des facteurs, on aura 
BA — ff ô ft a + a^bi -h M* +■ % 

Les deux produits ne diffèrent donc que par leur demie 
qui est le produit des deux vecteurs, Or on a, pa 
précède, 

tfi&#=— «A— M t — «fV* n -t *A|Ji+ 

lorsqu'on échange entre elles les lettres a et ^ 

réelle 

De \;irie pa», tandis que la partie imaginaire 

(4) Va t b t = |*fr ( | t t+1*iM fl i+ |*A 

change de signe. 
On a donc les deux équath» 



(0) 
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c'est-à-dire que les deux produits de vecteurs Offt,,ftA sont 
conjugués (art. 508), en sorte que Ton a 

(7) b { ai = cûF { . 

On voit, de plus, que les termes a 6,, b a t de la formule (3) 
étant essentiellement imaginaires, la partie réelle de A B se 
compose de 

O) &AB = a Q b + 8d1>ix 

expression qui ne change pas quand on intervertit Tordre des 
facteurs, de sorte que l'on a 

CG) &AB = 8BA. 

520. En faisant, dans les formules précédentes, B=À , on 
a , pour le carré d'un quatemion, 

(*0) A 1 = aj— a\— aï— al + 2a {a l \ l + a È i È + a $ \ 9 ). 

Si Ton suppose a o —0, on obtient l'expression du carré d'un 
veoteur 
Ot*) àf = — al—al — al'= — (%aty: 

*-^ carré d'un vecteur est donc égal à moin* le carré de son 
***o«iule (art. 496). 
On a, en général, 

^* ^} (VA)* = al + (%a t y . 

S21. Le produit de deux quaternions conjugués, 

^^ = (a. + a { )(a -a<) = al— aï = a* + a\ + a\ + a^^^A)*, 

fe *^fc égal au carré du module (art. 452). 

X5n ajoutant et soustrayant deux quaternions conjugués, on 
* <art. 461) 

C *^) A + A = 2a \ 

<***) A-X=2a t . 

"*>nc la partie réelle et la partie imaginaire sont respectivement 
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égales à la demi-somme et à la demi-différence du quaternion 
et de son conjugué. 

522. D'après ce que nous avons vu, le produit AB peut 
s'écrire 

AB = a b + S0 t bt + (a o b t -h b ai) + 1Datb t . 
Le conjugué de ce produit est donc 

~Â~E = a b + Sdibt — (a b t + b a<) — tya<bi. 

Or, on a, à cause de l'équation (7), 

M< = ÔM<- Datbi, d'où H>M, = — W^k; 
donc 

1Tï=a b — (a bt+ b a t ) + JPM*. 
D'ailleurs 

B.A = (b — h) (rt — a t ) = a b +&b t a 4 — (a. b t + b. a f ) -t- Jl> M* 
On retrouve donc ainsi la formule de l'art. 510, 
(15) a7b = b.â. 

523. Si l'on multiplie le produit AB = C par son conjugw-ré 
TB = C , on aura, en vertu de la propriété associative, 

ctî=('Q,C)* = ab.xb=ab.bâ=a.bb.â:=a(%b)* -^ 



(i6) \ = (QB)*.AA = frB)\{%Ay, 

ou, en mettant pour les carrés des modules leurs valeurs, 

(aj -h a\ + a\ + a\) (&J -t- b\ + b\ + b\) = c\ -*- c] ■+• c\ -h e\ . 

Donc le produit de deux sommes de quatre carrés peut ^* 
mettre sous la forme de la somme des carrés de quatre expr*£-^*~ 
sions rationnelles et entières des racines des premiers carr^^^' 
et déterminées par les formules (1) de l'art. 518. 

La formule (16) exprime que le module du produit de de* - *-^ 1 
quaternions est égal au produit des modules des deux fected»- ""* 
(art. 505). 
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524. Eu divisant un quaternion par son module, on obtient 
son verseur, 

(17) MA= A - = - fl o +fl i r i" 4 " "l't+fls's t 

•^ Va\ + a\+a\ + a\ 

De même, en divisant le vecteur a, par son module, on 
obtient le verseur du vecteur ou Taxe du quaternion, 

(18) x= a< = g * r *" 4 " g » y »' hg » 1 » 
•«« Va\ + a\ + a\ 

D'après l'équation (11), on a 

(19) A f = — i. 

Le carré d'un axe est donc égal à moins l'unité. 
En posant (art. 495) 

l2 °) 7* 2 r = cos«, -=r— = sin«, 

te verseur (17) prendra la forme 

COSa 4- ASÎna. 

On pourra donc mettre un quaternion quelconque A sous la 
f °r«ne, 

( 2l ) A = % A . (cos « -h a sin a) . 

L^angle a est Y argument du quaternion ou du verseur. 
ï*our a = | , a, = ; le quaternion est rectangle et se réduit 
îlo *s à son vecteur (art. 490). 

^25. Un quaternion, mis sous la forme réduite (21), jouit de 
'**°priété8 analogues à celles d'une quantité complexe dans le 
'****• Ainsi, si A et A 1 sont deux quaternions de même axe a , 

Par suite coplanaires, on a, en vertu de la formule (19), 

8^* ( AA' = %A.%A'. (cos « + \sin«) (cos* + a s\n«) 
\ = «ii.«jl\|c08(«+O + Asin(« +«')(, 

^o une formule analogue pour le quotient jr • 
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On en tire, par le procédé connu, quel que soit l'exposant », 

(23) A* = {% A) n (cos na + a sin fia) . 

526. Un verseur donné quelconque 

COS a 4- A Sin a 

peut être identifié avec une puissance convenable n d'un ver- 
seur de même axe cos(3-hAsin(3, en posant a=f»p, d'où 

cos a -+- Asina = cosn]3-h Asinfij3 = (cosp + Asinp)", 
En particulier, si Ton prend P =ô » on aura 
cosj3-*-Asin/3 = A, 
d'où n = -a , et 

COSa-+- ASin«=A n . 

-a représente la grandeur de l'argument a, évaluée en parti* 
du quadrant. Pour simplifier récriture, nous conviendrons tf£i+ 
luer en parties du quadrant les arcs qui entreront en exposa**** 
et nous aurons ainsi 



a 



(24) cosa + A sin a = A 

Ainsi, tout verseur peut s'exprimer par une puissance de *° n 
axe dont l'exposant est égal à l'argument évalué en parties d* 
quadrant. 
De même, si l'on donne une biradiale quelconque, 

A =a(cosa-*-Asina), 

on pourra l'exprimer au moyen de la puissance a du veci^ u 

a*A , de sorte que 

(25) A = (**A). 

527. Tant qu'il s'agit de biradiales du même axe, c'est-à- ^* 
de biradiales coplanaires, les puissances de vecteurs peu. • rSi 
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se multiplier ou se diviser d'après les règles ordinaires de 
ralgèbre. 

Maïs il n'en est plus de même lorsqu'il s'agit de biradiales 
ou Je yerteurfi d'axes différents, tels que 

fOS« + Asin«, cosp + esîn£. 

En effet, le produit de deux vecteurs de direction différente 
\ t B n'étant pas égal à — I (art 508), on n'aura plus de formule 
analogue à (23), qui permette de faire ta multiplication par 
l'addition arithmétique des arguments; partant, en mettant les 
biradiales sous la forme (24) ou (25), le produit ne pourra 
plu* s obtenir par des additions d'exposants. 

528. Au lieu de la forme (24), on pourrait prendre, pour 
représenter un verseur, la forme exponentielle 

cos«-h Asin« — e** 5 

que Ton pourrait employer conformément aux règles de l'al- 
gèbre ordinaire, dans le calcul des biradiales coplanaires, 
comme npus avons employé la forme e* È pour les quantités 
complexes ordinaires. 

Nais, quand on a en présence deux verseurs d'axes différents, 
*i en les représentait par des exponentielles 

0f * ne pourrait plus appliquer la règle de l'addition des expn- 
* a ni$ p Car cette réglé s'appaiâ sur les propriétés de la série 
définit l'exponentielle imaginaire, et sur l'identité qui en 
ille pour les développements des expressions 

e*X«* et ++*% 
e *t^à-dire sur l'égalité identique 

jentité est fondée sur la formule du bimV 
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n'est plus vraie dans le cas où la multiplication cesse d'être 
commutative. Car on a alors, par exemple, 

(U + v) i = U t -4- fit? -h VU + t 1 , 

qui ne se réduit pas à u f + 2t*t> -h t>\ et il en est de même 
pour les autres puissances. On ne peut donc plus poser dans 
ce cas ••.tf =* ,+ \ 

§ III. 

Dioition des biradiales. 

529. Nous avons vu que le produit de deux biradiales con- 
juguées est égal au carré de leur module commun, de so «~V« 
que, si a est le module de la biradiale 4, on a 

A.Â = J.i4 = a f . 

En divisant par a* les deux membres de cette égalité, il vl ^s-ot 

A • —s — — z • A — 1 • 

a* a 1 
Donc les deux biradiales A et -5 ont pour produit l'unité, d*» ** 

cl 

quelqu'ordre qu'on place les facteurs, et par suite chacm* ** 
d'elle devra être considérée comme le quotient de l'unité di^*** 
sée par l'autre, soit que l'on définisse le quotient comm^ '* 
premier ou comme le second facteur du dividery)e. 

On aura, d'après cela, pour la quantité réciproque d«3 A 
(art. 379), 

ci) 4=*- f = A 



a e%Ay 

De là on conclut facilement que, si l'on prend pour divider* ^ e » 
au lieu de l'unité, une quantité numérique quelconque 9 » 
quotient X, défini par l'une ou l'autre des égalités 

A.X=q, X.A = g, 
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us 



4uî peuvent s'écrire 



aura, dans les deux cas, pour valeur 






nr= 



g.4-' = 



&A)* 



€â. 



L'interprétation géométrique de ces formules est évidente, 

530. Considérons maintenant le problème général de V in- 
version de la multiplication. Il consiste, étant donné un pro- 
duit et l'un de ses facteurs, à trouver l'autre facteur. Mais ici, 
te multiplication notant pas comniutative, il n'est pas indiffé- 
rent que ce soit le premier ou le second facteur qui 3oit 
''connu. On aura donc deux problèmes distincts i résoudre, 
uivant que le facteur inconnu X devra satisfaire à l'une ou à 
autre des équations 
*> D.X=A, 

X*B = A. 

ï*our résoudre l'équation (8), on opérera sur les deux mem- 
par B~ l Xt & qui donnera, en vertu de la propriété 
ociative et de l'égalité B~ x XB=\ t 



X=Br*.A = 



ÎZit? 



t*0ur résoudre l'équation (i), on opérera par X B~~ l t et Ton 



X = A,B- t = Â. 



eattf} 1 



On voit que, dans les deux cas, l'inversion de la multiplica- 
*>*i est toujours possible, et se ramène à une autre multipli- 
ât, ion, dont lea heteuro sont le produit donné et le réciproque 
** facteur connu- 

donner le nom de division se 
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soit à l'autre de ces deux problèmes d'inversion de la multi- 
plication. Cependant, pour rester d'accord avec les conventions 
adoptées précédemment, et conserver l'analogie dans les ré- 
sultats, c'est le premier problème, celui de la résolution de 
Téquation (3), que nous prendrons comme définition de la 

division. Ainsi la division des biradiales sera définie par la 
relation 

(6) dividende = diviseur X quotient. 

D'après cela, si LON est le produit donné ou le dividende, 
LOM le facteur donné ou le diviseur, les deux biradiales étant 
supposées ramenées au mime vecteur initial, le quotient sera lai 
biradiale MON, formée par les vecteurs terminaux des deim.- 
termes de la division. 

On aura donc, pour trouver le quotient, la règle exprimi 
par l'égalité 

( quotient = réciproque du diviseur X dividende 

( 7 ) l conjugué du diviseur v ^ .. .. . 

r = / — At a a- • xi X dividende. 

\ (module du diviseur)' 

532. Si l'on représente le dividende par A = a a , le divise 
par bp et le quotient par J = xg, on aura, par définition, 

d'où l'on conclut 

. a . 

a = bx, * = z> 
D 

ensuite, + indiquant l'addition sphérique, 

d'où, en opérant par — [$ (premier terme) sur les deux m^ ^"~ m " 
bres de l'égalité, et se rappelant que l'addition sphérique ^^^ l 
associative, 

Donc le. module du quotient est égal au module du 
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ii de divise par celui du diviseur, et son argument est égal à 
somme de moins l'argument du diviseur, plus l'argument du 
"ïdende; c'est-à-dire que l'on a 



Ainsi, en faisant abstraction des modules, le quotient y~: 
>l>tient en ajoutant l'argument ML=— LM (1 er terme) à 
4 {& terme), ce qui donne ML + LN = MN, de sorte qur le 
lotient est MOLX LON =s MON, En effet, on a bien, eon- 

Pément à la définition (6), 
LOMXMÛN=LON. 

r. Si le dividende est égal à l'unité, et que Ton pose 
i en conclut 

>ù, en se rappelant la définition des quantités réciproques 
f*t . ,179), le module de reddition spliériquc étant 0, 



Dans ce cas, où le produit est réel, les deux biraclîales B et 
étant situées dans te môme plan, la multiplication est cora- 

Ktive; de sorte que l'on a aussi (art. 379) 
voit par là que l'expression (8) a la méine valeur que 
reasîon 

qui résultait immédiatement de la formule (5) ou 



27 
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534. Soit L {fig. 74) le pôle d'un arc de grand cercle quel- 
conque MN. La biradiaie MON sera le quotient t— r» des deu\ 
biradiales rectangles LON,LOM,ou des deux vecteur 
n$.îL axes ON*, OM', qui équivalent 

biradiales. Or ces deux vecteur 
sont dans le plan MON- Leur rapport 

ON' ON M 

en grandeur—^ = ^û , et leur an* 

^ M'ON' = MON. Donc ils forment 

une bîradiule identique à MON» et 

par suite une bîradiale est ê<jde <m 

rapport des deux valeurs qui h (&r~ 

aient, considérai m (fraudeur et en position. 

On peut donc, au lieu de la notation MON, employer pou * 

ON 
désigner la même biradiaie la notation — ^ du rapport duvecs 

leur final au vecteur initial, ce qui est une généralisation de K 
notation que nous avons employée dans la théorie des Mtf* 
diales co planaires. 

535* D'après cette notation, les équations établies dans le- 
art. 49â et 50*2 deviennent, en désignant par l,m,n les vec- 
teurs OL,OM t ON, 

L L h 

m v N_rt 

536, Un vecteur pouvant être considéré comme une bira- 
diale rectangle, on aura (art. 530) 

*_i i - 

ou, à cause de £ = — l (art. 491 et 509), 
m i 



\%i.y 



L,M. 
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On a d'ailleurs (art. 510) 



m 



Donc 






1 



(^L) ! 



M .1. , 



Oq passe ainsi d'une biradiale à sa conjuguée, en intervertis- 
sant les facteurs dans le produit l.m des vecteurs (art, 509). 

537. Supposons maintenant les biradiales données sous la 
forme de quaternions. Soient 

fl = fr fl H-& t i 1 4-&ii t n- v 3 ; 
|)roposons-nous de calculer le quotient 

- = X=x<> + x i ij + :r,T s 4- JVs - 

En substituant pour -Y son expression dans l'égalité 

A = BX, 

et développant le produit (art. 518), il vient, par Y identification 
des deux membres, 

b Q œ<> — fri x t — b t x $ — h A x n = a 9 , 
b t x 9 + b Q x k + M'* — Ms = «t * 

Mç" &»£i ■+ **#! + &i^* = 0i* 
b 3 x* + Mi — b È x t + fr^ = tf A . 

^* l'on ajoute ces équations, après les avoir multipliées respec- 
' J v < i nent par les coefficients 1° de x , 2° de x t , 8° de x % , 4° de % , 
"^n s chacune d'elles, il vient, en remplaçant bl-\-b\ + b\ h- 6î 
(** (1EB)', 

</^B)*x l = 0, ^— a^j 4- ff» 6 a — fl, 6» = \a t b 9 | 4- l«, b, 1 , 
1 sE/i^r^er,^— tf,6, — flylf ft <f--ll A fr 9 ~ l*iM*HMtli 



420 TTfÉOME ÉLÉMENTS! Kl 

On aurait encore pu obtenir ces formules en multipliant 
par A le conjugué de B (art* 530), 

On voit que la valeur de X est déterminée et finie toutes te 
fois que le module %B du diviseur n'est pas nul, et par suite 
toutes les fois que les valeurs réelles des composantes //,, b it 
b t , b t du diviseur ne sont pas toutes nulles* Ainsi la division 
est une opération uniforme toutes les fois que le diviseur no 
s'annule pas. Il ne pourrait en ôtre autrement que si Ton 
ndmettait, pour les coefficients ^,«i,û fl n des valeurs com- 
plexes de la forme p -+- q |/^î . 

538* En faisant a = 0, ft, = 0, a t = k f b t = B dans ce- 
formules , on aura l'expression de la bi radiale ou du qualer- 

nîon X= -, formé par les vecteurs 

B 

a = 0| i, + a, f, -h a» t, , b = b % T| -h b % i, -h 6, f, » 
savoir, (^ b)' étant égal a b\ + b\ -h b\ , 



(^b) 1 X— (flti) 1 * - = (<*, b, + a, 6, -*- a a b t ) 

Pour déterminer les divers éléments de la biradiale A', no - ^>* 
aurons les équations 

(% b)* C3t A")* = (a, 6, + a A + «, 6,)* + | «, 6, 1" + | «, &, t* + |a, N" ( ' 
= {a] ■+■ n\ + a\) I &î + fcî + b\) — {%h? (Z b) 1 , 

d'où (art. 532 et 496) 






C0SÏ = €Â' = 



Si» ; = 



W X _ l/ lffAi'+l^''J'+!"A' l 1 _ ^ÇS*)' (fcMj gE . 



(^B)'^X 



fci.^n 
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On en conclut que la biradîale est rectangle, si Ton a 

ffA + flsbj + ffA — 0. 

Elle sera mmériqw, les deux vecteurs coïncidant ou étant pa- 
rallèles, si Ton a 

a, : il, : fl, = h t : » f i j f . 

§ IV. 

Transformations diverses, relatives aux produits et aux quotients 
de birad taies et de cect> 






589. Indiquons maintenant certaines transformations impor- 
ta n tes des égalités entre des produits de bi radiales. 
Si Pot a une équation de la forme 

AB—CD, 

°n pourra faire disparaître un facteur de Tun des membres, en 

ïe remplaçant dans l'autre par son conjugué. Si Ton opère, en 

t, sur les deux membres par ÂX> il vient, à cause de 



(%A\*B = XCD t 



OU 



B = 



- t lcn, 



{*Ai 



e fYieteur A ayant disparu du premier membre. 

Si lnn <»père T au contraire, par X S, il vient 



A(%By = CDB, 



ou 



A = 



{%B) 



CDB. 






A >n s'y prendrait de môme pour faire disparaître les facteurs 

** second membre» 

Ajnsi, dans mu éf/oUti 4$ drue produits de bitûiialêêj on p 

w 'fT'mrer h premier (ou le dernier) facteur fw RfRtfafj eu introduis 

xtjuuné (&t>i$è pûF h carré du module) comme premier 

°** dernier) fneteur dans tautre membre, ou, c<- qui revient au 

f||% rufinî soti réciproque don* l'autre membre. 



4tt 
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tië même t'<*tr>j '/'"' h fâCt&tf occupait dam te membre on U êê trou- 
vait d'abord. 

540. Si Ton suppose, par exemple, que *4 v fi t C,D soient 
<lcs hiradiales unitaires, représentant les eûtes d'un polygone 
sphérlqoti fermé PQRSP, la somme aphériqua (tea oAUê du 
polygone, parcourus dans un sens constant» étant nulle, 
produit dea biradiales,- qui ramène le rayon initial à sonpoini 
tle départ, sera égal à l'unité. On aura donc, dans ce cas, 

ABCD — i, 

En transformant celte égalité comme on Ta indiqué dans 1' 
ticlc précédent, et remarquant que les modules %À ^%B , . . 
sont tcfUs égaux à l'unité, on en tirera les égalités suivantes 



BCD = J, 
CD = BA f 
D=CBA f 
i^ÙCBÂ, 



ABC — 'D, 
AB = DC, 
A = BcS, 



541. Soit à trouver une biradiale % telle que Ton ait 

B 
j4 = -, ou XA=B, 

le faetcur inconnu étant ici le premier facteur, et non léser 
comme dans la division telle que noua Tavous définie < ari 
Kn opérant sur les deux membres de l'équation par x X nni 
avons trouvé (art* 530) 

BÂ 



X = 



Za 



De même, l'équation 

donnerait 

X = 



AXIl^C 



*iH. Si Fou applique a la multiplication i 
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ivision, les résultats généraux établis dans le Chapitre I er 
art. 374, 375, 376, 380), nous obtiendrons les formules de 
ransformation suivantes : 

B _BA_ A 
C A ~ C ~ 



G). 



© 



A_ 
BC 



e Ton aurait pu obtenir en remplaçant l'opération de la divi- 

* 1 C 

►n par C par l'opération £ X t et remarquant que ^ est le 

iiproque de ~ • 

Gles formules donnent encore 

B C_i 1 1 C 

AB-A B B L -A L -A' 

«qui n'est autre chose que la formule de l'art. 502. 

A 

Mais on n'a pas généralement -.5= A, la multiplication 

^tant pas commutât ive. 

543. Soient a , b deux vecteurs unitaires, ou deux verseurs 
-tangles, et soit - = Q la biradiale formée par ces vecteurs, 

ux vecteurs conjugués étant égaux et de signe contraire 
*t. 491), on a X = — a, b = — b. Cela posé, de l'équation 

A = B0 

tire, en opérant pai* b X > les égalités 

ba=0 = — BA = BÏ, 

Lis, en opérant par X Q sur la même égalité (a), et ensuite 
rÀX, 

aÇ=zb, d*où (7 = ab = — ab, 
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d'où Ton voit que les produits ba et ab sont égaux à deux 
biradiales conjuguées — Q t — Q (art* 586). On a encore 

Oa = b, a==#b, 

En appliquant à toutes ces égalités de produits la définition 
de la division (art. 429), un a les nouvelles égalités 

a 



a b Q 



a Q 

544. Éclaire issons ce qui précède par quclqucs-applicatiuc 

numériques. 
Soient les deux vecteurs 

A = 2i 1 + 4l fl — J â> B — 2f t -h l t 4-2r,. 
On a d'abord 

Pour calculer le produit ba ? on multipliera les deux pc 
ndmes par les règles ordinaires de ralgt-bre, en ayant G 
ne pas transposer les facteurs dans la multiplication des unil 
imaginaires, et observant les règles établies dans los art, 4- 
et 500, On pourra disposer le calcul comme il suit, chaq 
ligne horizontale contenant les produits par un même ter 
du multiplicande, 

U = — 6 H- 9 r, — 1 1 — i a ^ 



Donc (art. 536) la bi radia le formée par ces deux vecteurs 
C =- = - ~P- t = l (2 - 3i, + 2i t + 2i, i . 



On a ensuite 



%c=y/l ,.-!.. ««,=*£. 



sra 
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• d'où, pour déterminer l'argument y, 

cosv = , sin7 = i/!Z 

I/2Î V 2i 

Soit maintenant une autre biradiale 

= 2+1,-1,; 

cherchons une biradiale X, telle que Ton ait 

Z, = X=X B = (fX)i B ' ou XD = B - 
Or* a (art. 541) 

X= (^ = B (2, + , ' + 2, ' )(2 -' 1+, ' ) 

Or* voit que X est une biradiale rectangle ou un vecteur, de 
sorte que I et B sont les deux vecteurs qui comprennent la 
biradiale/). 

On a ensuite, comme on le vérifie en effectuant les calculs, 

|-^ = DC = (2 + i l -i,).|(2-3i 1 + 2i, + 2 l ,)='3-2i J + i t 



A_ X __ 2 1 

x~($,x)* k - 

Si l'on pose maintenant 



= jf=^3Qi* = — 3-20i+2f,+ i,)(2i l + 4i,-i i )=B 



5 



i-F 
D~ F ' 

on aura 

E = DF, 

DE=(ZDyF=QF= (2-i, + 1.) (3-2i, + 1.) 
= 4— 6i, + 4i 1 + 4i,, 
d'où 

| = |(2-3i 1 4-2r, + 2f,) = |.Z>C = C. 
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Soit enfin 

Çg = C£ = |(2 + 3i,— 2i,— 20(3—21, + i,) 
= 1.(14 + 31,-81,-61,), 



d'où 



= ^ = ^ = ^0=^(14 + 31,-81,-51,), 



valeur qui diffère de D , à cause de la non-commutativité de k£ 
multiplication. 

545. Nous allons maintenant établir quelques transforma- 
tions fondamentales, relatives aux produits de vecteurs. 
a , b , c . . . étant des vecteurs quelconques, on a (art. 510) 

ÂB = B.Â = ( — B).(— A) = (— i)*BA, 

d'où l'on conclut d'abord 

(1) 0BA = 0AB, J!>BA = — D\B. 

Ensuite 

Aie = c.Âi = cïÂ = ( — 1)*cba; 

et de même, si les vecteurs a , b , .. . , g , h sont au nombre de t~ 

(2) ©AB...GH = (— i)"HG .. .BA. 

Des égalités précédentes et des formules (13) et (14) k 
Fart. 521 on tire 

i20AB = AB -f- BA, 
20ABC = ABC — CBA, 
» 30AB. ..Gll = AD.. .GH + (— i ')* HG . . . BA ; 
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2]PAB = ÂB — BA, 
2© ABC = ABC H-CBA, 

2jPaB...GH = AB.. .GH — (— 1)*HG...AB. 

546. En décomposant bc en 0bc + îNc, on a 

ABC = A.0BCH- A.$BC. 

■• le produit a.0bc d'un vecteur par un nombre étant un vec- 
^*Jr, c'est l'autre terme Dkb.c qui peut seul fournir la partie 
k elle du produit abc On a donc 

> 0abc = 0(a.X>bc) = 0O0bc.a). 
Se même 

0acb = 0(a.X>cb), 

comme [éq. (1)] Dcb = — $bc, on en conclut 

> 0ABC = — 0ACB. 

Cn trouverait pareillement 

0ABC = + 0BCA = 4- 0CAB- 
| = — 0ACB = — 0BAC = — 0CBA. 

>Q voit que la partie réelle du produit de trois vecteurs a ,b ,c 
e change pas de valeur absolue lorsqu'on intervertit l'ordre 
68 facteurs, mais qu'elle change de signe suivant une loi ana- 
*&Ue à celle qui régit les signes des termes d'un déterminant. 

^47. On a ensuite [éq. (4)] 

2D (a. Abc) = a. Abc — Abc. a . 
a ajoutant à cette égalité l'identité 

= A.0BC — 0BC.A, 

Vient 

) 2fl(A.X>BC) =APC— BCA. 
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Si Ton a maintenant égard à l'identité 

ABC — BCA= (AB+ BA)C — b(aC-HCA), 

ainsi qu'à la première des formules (3), l'égalité (8) deviendra 

(9) ©(a.^bc) = c.0ab — B.0AC. 
En ajoutant cette égalité à l'identité 

fl(A.0BC)=A.0BC, 

on a l'égalité importante 

(10) JpABC = A.0BC — B.0ACH-C.0AB. 

Échangeons maintenant entre elles les lettres b et c, * 
tenant compte de la formule (1), il viendra 

JpACB = A.0BC -h B.0AC — C.0AB, 

d'où l'on tire 

(11) 2a.0bc =JPabc 4- JPacb. 

La seconde équation (4), dont le second membre n'est ps 
altéré par l'échange des lettres a et c , donne 

(12) U>abc = :0cba. 

548. De la formule (9) on tire, en vertu des formules (1), 

JD(B.flcA) = A.0BC — C.0AB, 
P(C.Pab) = B.0AC — A.0BC. 

En ajoutant ces égalités à l'égalité (9), on en tire 

fl(A.flBCÏ-hfl(B.Î>CA) +-fl(C.flAB) = 0. 

Les égalités (5), (7) et (1) donnent d'ailleurs 

0(a.Î?bc) + 0(b.Î?ca) -*-0(c.Pab)=30abc. 
En ajoutant cette dernière égalité à la précédente, il vient 

(13) A.1i>BC-f-B.X>CA + C.VAB= 30 ABC. 
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), U égalité (9) donne, en remplaçant a par Uab et Bbc 

Ï>(UaB-Dcd) = D.0(PaII.c) — C,0(ViB.D), 

uîle [éq. (5)], 

*(H>AB.Ucd) = D.0ABC — C.0ABD. 

ême 

fl(flcD.fl>IIA)=:A.ScDB — B.0CDA, 

mme JNà = — tykn, d'où 

P(ïhD.1>ci>) = — 1D(HIba.Wcd) = + ÎD(Ucd.Î5ba), 

résulte 

1K0ABC— A.0CDB + Lî.S,C&A — C0ABD = 0, 

smplaçant d par x, et ayant égard aux égalités (7), on a 
formule, d'une grande utilité, 

X.0ABC = A.0BCX-H B.0CAX + C0ABX. 



0. Les trois vecteurs U)bc, ÎPca , Uad n'étant pas géné- 
ieot coplanaires, on peut décomposer suivant leurs trois 
lions un vecteur quelconque x, de sorte que Ton peut 
, a,p,y étant des quantités numériques, 

X — a.1?BC+p.X)cA-h-/,©Afl, 

alors (5), en opérant par0.AX , c'est-à-dire multipliant 
i premier facteur, et égalant ensuite les parties réelles des 

rembres, 
0AX = «.0ARC, 

jse de 0(a.U)ca) = 0aca = — 0GA 1 — 0, a 1 étant un 

rc réel, et de même 0(a.$ab) =s 0, Pareillement, 



S 



i.x 



.p.« 



ABC, 



CX = y.3ABC. 



m 
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On tire de l;i les valeurs de a,[ï,y f ce qui dotntr 

(16) x 0adc = SxA.Wnc h- 0xn.1?CA h- Sxo.Pab. 

551* Si Ton suppose les trois vecteurs a» n,c exprim* 
moyen de leurs composantes rectangulaires, sous U forme 

on aura (art, 538) 

ÀBC = 2ai.£6h2ci — — | <r ft ir a c« | H- 4 t i t -H .4 « r, i J.r,, 

en posant 

A i — — c^ab + \a t h t \€ % — Kf>, ! <\, elc. 
On conclut de là 

(17) 5 abc — — KM,], 
ce qui est l'expression du volume du parallélépipède qui a pour 
arêtes les trois vecteurs a , b , c ■ 

Si les trois vecteurs sont coplanaires, ce volume est mal, rt 
réciproquement. Donc 

(18) Spabc — 

est la condition nécessaire et suffisante pour que les vecteO** 
a,b,c soient situés dons un même plan, ou du moins soi* 
parallèles à un rnôine plan. 

Par conséquent, si à , b , c sont coplanaires, les seconds in €* • 
bres des égalités (15) et (1G) seront nuls, quel que soit x. 

Comme on a, de plus, Sab = — Hah f on peut ^ nï 

mettre la partie imaginaire de abc sous la forme 

ce qui donne la formule (10)* 

Eu vertu de la formule (17), l'identité (U) petit s'écrire m 
la forme 

A n c n 

«i K *t *'t 

a t î % c, à t 



DES Ql'ANTITÊS COMPLEXES. 43 1 

égalité qu'on aurait pu établir directement» en remarquant que 

la première ligne horizontale du dé terminant est égale h U\ 

somme des trois autres, multipliées respectivement par i, ,1, ,i s , 

Sî Ton considère un produit de quatre vecteurs a, n ,c ,d , 

vn a évidemment 

0abgd^S(a-1Pbcd) 1 

ou, en remplaçant Pbcd par sa valeur donnée par la for- 
mule (10) (art, 547), 

(lO> Sabcd =x0ab,0cd — Sac.Sdd^ 0ad.5bo. 

En outre, en permutant cîrculairerncnt les lettres! 

0bcda = 0bc.0da — Sbd.0ca + 0ba.Sgd, 



oe qui donne 



5 



ABCO 



5 



BCDA. 



1*b partie réelle du produit de quatre vecteurs n'est donc pas 
altérée par une permutation circulaire des facteurs. 
Enjoignant à cette relation l'égalité 



(21) 



0ADCD — SdCBAj 



qui résulte des formules (3) (art. 545), on a toutes les rela- 
tions simples relatives au produit de quatre vecteurs. 
On a maintenant 

0abcd = 0(ab.cp) = Sab.5cd -+-0(PàB.$CD). 

Comparant cette relation à la relation (19), on en tire la nou- 
ille relation 

(22) 0(H>AD.PCD)= 0ÀB.0CD — 0AC.0BD. 



552, Considérons l'expression 

x — a-'ba, 
k et b étant des vecteurs. On a d'abord (art, 519) 

g* -= 0A- l BA = 0RAA-* Bt 0n = 0. 
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Donc x est un vecteur (') de même module que b. On a ensuite 

0AXB = SUA- 1 RAB = 0BAB = 0B*A = B*0A = 0. 

Donc (art. 551) le vecteur x est situé dans le plan AOB, 
On a aussi 

0AX = 0AA~ 1 BA = 0BA, 

de sorte que (art. 524) 

— fcx.'i&A.cosAOX = — 'î&a.'Ïb.cosBOà, 
et, comme &x = ®b , cos ÀOX = cos BOA. De même - 

tykx = WBA, d'où sinAOX = sinBOA. 

Donc l'angle BOA= AOX, et par suite le vecteur OA est 
bissecteur de l'angle BOX , et la biradiale BOX a un argument 
double de celui de la biradiale BOA. 
On peut encore le voir ainsi : on a 

X = A-^.BA = A" 1 XCAB, 

d'où, en opérant par aX » 

ax = Cab, 

puis, en divisant par — (% a)*, 

X AT B 
A A 

Enfin on a 

X = A _1 BA = A A -1 A~ ! BA = ABA .(A" 1 )* = ABA" 1 . 

Donc x ne change pas , lorsqu'on remplace a par sa valeur 
réciproque A" 1 . 



(') Cette conclusion serait encore vraie si a représentait un quaternion quel- 
conque. 
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CHAPITRE VII. 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS EN QUATERNIONS. 

§ l«. 

Exemples particuliers de résolution d'équations du premier 
et du second degré. 

553. Étant donnée une équation algébrique rationnelle 
quelconque entre un quaternion inconnu X et des quaternions 
connus A,B, ... , 

(1) F(X,i4,B,..-) = 0, 

on pourra substituer aux quaternions leurs valeurs développées, 

X = x + x i \ i -\- a\\ t + j* 3 i 3 , 
A =^ + ^1, + a,i,-h tf 3 i 8 , 



et, en suivant les règles de calcul précédemment établies, 
on parviendra généralement à réduire le premier membre de 
l'équation à la forme d'un quaternion; ce qui donne 

(2) fo + hh + fa* + hh^Q> 

U * A » /t i f% étant des fonctions des quantités réelles 
x* 7 &i » • • • * «o» • • • • P° ur Q ue l'équation soit satisfaite, il fau- 
dra que chacune des quantités /"s'annule séparément, ce qui 
fournira quatre équations, au moyen desquelles on déterminera 
h-3 quatre composantes # , a? n in n ai, de l'inconnue. 

Si l'on trouve pour ces composantes un ou plusieurs sys- 
tèmes de valeurs réelles, la quantité cherchée sera un quater- 

2fc 
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nion ordinaire. Si les composantes sont des quantités complexes 
ordinaires de la forme a + P V— ï, la valeur de X sera ce que 
Hamilton appelle un btquaternion. 

En tenant compte de tous les systèmes de valeurs, tant 
réelles que complexes, des composantes de l'inconnue, le 
nombre des solutions n'est plus égal, comme dans la théorie 
des quantités complexes ordinaires, au degré de l'équation; 
il est généralement plus grand, comme nous en avons déjà vu 
un exemple (art. 404). 

554. Donnons quelques exemples de résolution d'équations 
entre quaternions. 

I. Soit l'équation du premier degré 

14X1, — i 8 X(i + i t ) + Xi 8 = 1 h- i, -+- i 8 . 

En substituant à X sa valeur développée, effectuant les multi- 
plications et séparant les termes de même espèce, on obtiendra 
les quatre équations 

x t — x 9 = i, — 2# f — 1=0, sr 4-^ = 1, —x -*-x t = i, 

d'où Ton tire 

x = 0, ^ = 1, ^ = — 1, <r, = — f, 

et par suite la valeur de l'inconnue est 

X = 't — s ij — \ i 3 • 

555. II. Soit encore l'équation du second degré 

X f — iO^X—401, = 0. 

En posant X = x + x t \ t + # 8 i, + # 8 i s , et égalant séparé- 
ment à zéro la partie réelle et les coefficients de i,, 1,, i,, on a 

les équations 

= .ri — x\ - x\ — x\ -h IOj-j , 

= ^(^ — 5), 

= .r .r s — 5,r 3 -20, 

= .r .r s -»- 5r 8 . 
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On en tire d'abord la solution 

•r = 0, d'où a? t =0, x* = — 4, x\ — 10^ + 16=0, 

x x = 8 ou 2, 

ce qui donne les deux racines 

X = 8i 1 -4i 35 X=2i 1 -4i J . 

On a encore la solution ^ = 5, qui conduit aux équations 

xl -+ 25 = x\ -+• a?; , 
(<rî + 25)^ = 20*0, 
(*J+25)r t = — 100, 

d*où Ton tire, {désignant l'unité imaginaire ordinaire, consi- 
dérée comme irréductible avec i |9 i t , i s , 

*;h-25=±20, x =±iVb ou ±3*1/5, 

x t = ■+- a? ou — .r , # 3 = — 5 ou -h 5 , 

ce qui donne enfin les quatre solutions 

X=±t VI (1 + 1,) + 5^ — 51,, 
X = ± • .3 VI (i t — r f ) H- 5 i t -h 5 1 8 . 

On voit ici un exemple de la multiplicité des solutions que 
Ton obtient par la combinaison des unités imaginaires de divers 
ordres (art. 404). 

556. Il peut arriver, dans certains cas, que l'équation (2) 
(art. 553) manque de quelques-uns de se3 termes, ou que 
quelques-unes des équations £ = 0,/i = 0, ... rentrent les 
unes dans les autres. Alors l'équation proposée ne fournira 
plus les quatre conditions nécessaires pour déterminer les 
quatre composantes de l'inconnue, et celle-ci sera, au moins 
en partie, indéterminée. 

Exemples. I. Soit l'équation 

%X = a; 

Je module de X étant seul donné, le verseur MX est entièrement 
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indéterminé, de sorte que la valeur de X peut se mettre sous la 
forme 

X=a.A a , . 

Taxe a et l'argument a pouvant être pris à volonté. On voit 
d'ailleurs qu'entre x 9y x i ,x % ,x i on n'a qu'une seule équation 

x\ -+- x\ -h x\ + x\ = a 8 . 

557. II. De même, l'équation 

X = a , ou x = a 

laisse indéterminés le vecteur DX = x t , ou les tro\s compo- 
santes x t , x % , x è , de sorte que X = a + r r, étant un vecteur 
arbitraire. 

558. III. L'équation 

(A) V(KXi)=B 9 

a et b étant des vecteurs donnés, ne fournit que trois condi- 
tions, la partie réelle du produit \x t restant indéterminée. Le 
premier membre peut s'écrire 

D (\X—KX ) = W\X—AT , ' 

d'où 

DaX = b-h a# , 

x étant arbitraire. La partie réelle y de kX étant également 
arbitraire, on aura donc 

AÏ=B+ AT -\ -f/ , 

d'où, en opérant par A"" 1 X i 

X=.v- 1 n-i- ;r + A- ! y . 

Si Ton développe le premier membre de l'équation donnée, 
on trouve les trois équations séparées 

(B) \a l r f \ = b i , , l r/ 1 .r JI , = h s , ; 'V r i ; = '>n . 
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f :i7 



• lui ne peuvent subsister ensemble que si Ton a la condition 

a, b t 4- a,h t -+- tf,I? t = 0, 

c[ui exprime, comme le faisait déjà l'équation (A), que les vec- 
teurs a et b sont rectangulaires entre eux. Cette condition 
étant supposée satisfaite, tes équations (B) se réduisent à 
deux, ee qui explique la présenee des deux arbitraires .r , y y . 

559. IV. Prenons enfin l'équation 
WaX — b, 

a et b étant encore deux vecteurs. En opérant par 5- A" 1 Xi on a 

S(a-M»aX) = S.a-\aX— 5aA') = r - Sa" 1 ^ 

de sorte que F équation proposée devient 

U>.a(5a-'bh ;0 = B, 
ou 

JD AJT< = U ■ — A ,5 A" l B = A (A - 1 11 - 5 A" 1 B) = A Ja" 1 B . 
i 

On a maintenant a~'b s=-|AD, d'où 

et par suite, en posant a^ + fl.&j-f a, fr, = £<!&, et remarquant 
que oî + a\ 4- flj = — a 1 , 

©A.T,= —B — A-*2tf6, 

équation analogue à celle de l'exemple précédent, mais où la 
condition de perpendicularité est identiquement remplie, La 
valeur de Xséïfl de mémo forme; seulement ici la partie iféèlle 
x 9 est déterminée. 

560, Donnons encore quelques exemples de procédés spéciaux 
qui s'appliquent a des équations d'un fréquent usage. 

L Considérons une équation du premier degré de la forme 

(i) AX + XA = 2C. 

A , C , X désignant des qua ter nions. 
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En développant les produits, cette équation devient 

(0o + 0<) (?© + «*) + (x Q + x t ) (a -t-a,) =•- 2C, 
ou 

2a x + 2(a x t + x a t ) + a i Xt + x i a i = 2C. 

.Or [art. 545,(3)] 

a<sr, -t-ava, = 2&a t x ( ; 

donc l'équation proposée se réduit à 

a o flP o 4-a o ar, + a? o fli + 0a<ap# = C = c o + c<, 

d'où, en égalant séparément les parties réelles et les vecteurs. 

a x Q -h & a t Xi = c , a Xt + x a 4 = c t . 

La seconde de ces équations donne 

(2) #, = , 

d'où, en substituant dans la première et développant le produi 
a t x t , 

OU 

a>lx + 0<c, H- (® 0,) f ar = « c , 
et par suite 

a c —Sa { c t a c —&aiC< 



(3) * = 



flî h- (fcffi) 1 C*<0* 



En substituant cette valeur dans (2), on aura #,. 
Soient, par exemple, 

X = 1 + 2^-1,, 6 f = 3 + 1,-21,-1,. 

On aura 

a c = 3, (fcii) f =i + 4 + i=6, 

fl,c, = (2i 1 — i 3 )(r l — 2ï 2 -i 3 ) 5 d'où 0a,c, = — 3, 

et par suite 

3- (-3) M 
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U vient maintenant 

, _ (i,-2i,-0-1.(2i,-Q _ , 9f 

Xi — j- — — 1,-^1, , 

d'où enfin 

.Y=i_, 1 -2i J . 

561. II. Si l'on donne l'équation plus générale 

AX+XB = C, 

opérons successivement sur cette équation par A X , et par 
X B', on en tirera 

A*X + AXB = AC, 
AXB+X<$,BY = CE. 

Ajoutant ces deux équations, et remarquant que B +B~ — 26,, 
il vient 

[A* + 2b,A + (fcfl)*]X= AC + CE, 

d'où finalement 

AC + CB 



X = 



A i + 2b A+($,B) t 



562. III. Si l'on applique ce procédé à l'équation 

(i) AX=XB, 

il vient 

A*X = AXB, AXB = X(Q,B)\ 
d'où 

[A % + (&By— 2Ab ]X = 0, 

équation qui ne peut admettre pour X une valeur différente de 
zéro, a. moins que l'on n'ait 

A* + frBY— 2Ab = 0, 
ou 

{A - 6,)» = b J - (« B/ = - (« 6,)' , 
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d'où, en désignant par a le vecteur unitaire, axe du quateraio 
A, ou le verseur de a,, on a 

A = b + A.%bi. 

On verrait de la même manière que, b étant le verseur ( 
bi , on doit avoir aussi 

B = a + B.%ai. 

Mais, en vertu de l'équation, il faut que Ton ait 

%A = $ B , ou al + (Q,a t )* = b* -h (fcfr,) f . 

De plus, des valeurs ci-dessus de A et de B il résulte a = i 
d'où, en vertu de la dernière équation, %ai = %b t . Donc 



%<Xi %b t °' 

en appelant h la valeur commune des deux rapports. F 
suite, 

A = (h + \)%b<, B = (», + ■)«*„ 
d'où 

^— . A X = (// 4- a) (x -h jt,) — (a? + *.) (*o + b) , 

X (k — B) = .T.B — AX i9 

ce qui donne 

0(b — A)a,= 0; * 

par conséquent, x t est perpendiculaire à n — a, et Ton a 

Xi = X>.c(a — b), 

c étant un vecteur indéterminé. 

Nous avons maintenant, à cause de A- = n 1 = — 1, et 
vertu de la formule (10) de l'art. 547, 

X (k — B) =XiB — kXi= [W.c(a — b)].b — a.[U.c(a — b)] 
= c(a— b)b — ac(a — b) + (a — b)[0.c(a — b)] 

= (CA-f-AC)B — CB* — ACÂ H- (A — b) [0.c(A — B)] 

= 2b.0ca — C4-C— 2a.0ca + (a — b)[0.c(a— d 

= — - (A — B) [0.C(A + B)] . 
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Donc 

ff = — 0.C(A+B), 

et par suite 

X = — 0.c(à + b)+.H>.c(a — d) 

= — 0(AC+CB) — $(AC + CB) = — (AC-*-CB). 

On peut changer le signe de c , et écrire enfin 

X = ac-*-cb, 

c étant un vecteur de longueur et de direction arbitraires, 
et a , b étant les verseurs de a t et de b { , 

On peut vérifier cette solution, en remarquant que, A et B 
ayant môme module et même partie réelle, il suffit de faire 
voir que AX et XB ont môme valeur; et, en effet, cette valeur 
commune est — c + acb. 

D'ailleurs, on peut très facilement obtenir cette solution, en 
représentant, comme on Ta fait, par exemple, dans l'art. 507, 
les verseurs des quaternions par des arcs de grand cercle. 

563. IV. Considérons l'équation du second degré 

X* = 2XA + B, 

° u > ce qui revient au même, comme on le voit en remplaçant 
'es divers termes par leurs conjugués, l'équation 

'*> X* = 2AX+B. 

^°^ons 

X= Y+A, 

** oû, en substituant, 

F' -f- Y A + A Y + A* = 2 A Y + 2 A 1 + D , 
0tl > en remarquant [art. 545, (4)] que 

Ay*— y t A = (a + 0<)y,— y«(a + «<) = 2fl0,y o 



442 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE 

et posant, pour plus de simplicité, 

(y<> + y*) 1 — 2 ^^y« = 2 ^o + 2c n 

équation qui se partage dans les deux suivantes, 
(2) y«+y?=2t? , 

(3) ty.(y — <ii)yi = Ci. 

En opérant sur l'équation (3) par 0.a, X* il vient 

ou, à cause de (a, . $a,y.) = 0a<a<y< = , et de 0a,y<» 

^- (y — «*)»< = — 77 %Oi* • 

Par conséquent, 

1 _ 

(4) (y — o t )ti = — - vai* + c 

Si Ton fait maintenant, pour abréger, 

y — <ii = Q> d'où y = ?07 —<** = ?*, 

l'équation (4) pourra s'écrire 

?o (?y. = &QiCi + q Ci = QCi—iqiCi — SqiCi) = Qe i —T^q i ^ m g s 

En multipliant par Q , conjugué de 0, et posant %Q = q, 
vient 

?oq f y< = q f *< — G-WqxCi, 

d'où, en élevant les deux membres au carré, 

Or on a [art. 545, (3)] 
CiV.DqiCi + Ç.DqiCi.Ci 
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illeurs [art. 547, (5) et (7)], 

8(Ct.WqiC i ) = B(c t .q 4 c i ) = &ciq i = 0, 

'(c<î,.fl^)=0fa,.l^ 

= -(Dq i c i y. 
a ensuite [arrt. 547, (H)], 

*(c i q t .Wq i c i ) + W(q t .Wq i c i .c i ) = 2c t £(q i .^ 
1C 

c t 0. é 9q i c i +Q.Wq i c i .c i = -2(Vq t c t y. 

nfin, le dernier terme (Q . D ftc,)', que nous représenterons, 
r abréger, par (Or) 1 , est égal à 

(?o— ?<)*(?<>— qt) * = ql**— îo( r ?< + q*) + qi*q<* • 
i d'abord 

nq { -f- q t n = 20 ^r = 20 {q^q^i) = . 

9fR9fR = (09tfRfr + 1P9fR9<)lt = H>9<R9<.R, 

*rt. 547, (10)], à cause de 0R?, = , 

IPftR?, = 9i.0r^ — R.8q t q t -h ?<.0?<R = — qln . 
c 

9< R9<R = — qî R* — — qî (W q^)* . 
ar suite 

(0R) f = (îï-^)R f = q 1 (»î^) f . 

'après toutes ces réductions, on a 

^q'y? = q'tf — 2q*(Dq i c i y 4- q f (»f,r,) s 5 

ettant cette valeur de y) dans l'équation (2), et remplaçant 
U, q 1 par leurs valeurs, il vient 

[yli'Jl - 2c ) +tf] (yj -n/)-^^* = 0, 
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ou encore, en remarquant que a)c* i =ia l c i .c l a i = a i c % .as i = 
('&a i c { y = {$aA) t — Wa i c i y > 

(fi) VlW—{af+2e )il + 2ate. + ct]—@a t cy=0. 

Cette équation est du troisième degré par rapport à jj; 
elle donnera donc pour y six valeurs, dont deux au moins 
seront réelles, et d'où l'on déduira ensuite, au moyen de(i), 
les valeurs correspondantes de y,, de sorte que l'équation (V) 
admettra en général six racines. Nous avons déjà* rencontré 
cette circonstance dans l'exemple particulier traité dans l'ar- 
ticle 555. Hamilton a fait voir qu'une équation du secoi*^ 
degré en quaternions admet généralement seize racines. Da*"* s 
le cas actuel, dix de ces racines sont infinies. 



564. Si l'on applique les calculs que nous venons de faii 
l'exemple de l'art. 555, on aura 

A = 5^, 20=1 — 25 + 401,, 

d'où 3 ùiCt = 3 ( — 100 J s ) = . L'équation en y devient al m 

Vl [M + 25)*-400] = 0, 
d'où les solutions 

y = o, y =^± iVl, y = ± 3iV5. 

La première solution y = rend illusoire l'équation (4). M#/i 
l'équation (3) devient 

^hVi = — 4 U ? d'où \ i y i = — k — 4i f , 

A: étant une quantité réelle, et par suite 

y< = k \ i — 4ï,. 

Portant cette valeur dans l'équation (2), on en tire fc = ±3, 
d'où 

Vi = ±31,-4^, X = 5r l ±3f l — 4r,, 

ce qui donne les deux racines en quaternions à coefficients 
réels ou quaternions proprement dits. 
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Les autres racines s'obtiendront au moyen des équations 
fo!f*= = ■ =Ct : rJUtf<<V, 

y* + (*i y<>+<t< vî—Oi 

x = y + y<+ A- 

565. V. L'équation 

X' = AX+XB 

J ramène à une équation du premier degré, en opérant con- 
cutivement par X~ ! X -et par X X" 1 , ce qui donne 

luzX-'A-t-BX- 1 , 

lation de même forme que celle de l'exemple III, lorsqu'on 
nd X" 1 pour inconnue. 

§»• 

"Méthode générale d'Hamilton pour la résolution des équations 
du premier degré en quaternions. 

E>6. La forme la plus générale d'une équation du premier 
***§ par rapport au quaternion X est 

%AXB -h 2c.0i4'XB' -h ^ i D.TDA'XB'.E= F. 

^on remplace DAXB* par À'XB' — QA'XB', le troisième 
me du premier membre rentrera dans les deux premiers. 
*\c l'équation peut se réduire à la forme 

) "EàAXB + 2c.SA'XB' = JF, 

t j B , C , A' , B' , F étant des quaternions qnelconque3. 
On a maintenant [art. 546, (7)] 

SAXB=$XBA = x .$BA + ô(x i .TDBA), 

m 

3 qui fait connaître la forme de la partie. réelle du premier 
embre. 
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Pour avoir la partie imaginaire, développons le produit 

(ffo+flfMtfo + ^K&o + k) 

= x A B + a b œi+ o ar,6« + b^Xt-h a { Xib t , 

et nous trouverons [art. 547, (10)] 

JMXB 
= x TDAB+ D .(a b —a Q b t + aibo—aib^Xi-hll^ .a ( (biX { +x t b!j 
=r-x .tyAB + lDABXi-h2a i .8biX<. 

D'après cela, l'équation (1) se partage dans les deux suivantes 

a?o(2^B + 2c o .0A'B') + 2ô(UB4.^) 

+ 2c f .0(»B , il , .^)=f l , 
x^T$AB + ^ à '§ABx i + 2Z A a i .%b i x i 

+ l^c<[x .&A'ff + 8(WB'A'.x i )]=^l 
ou, en posant, pour abréger, 

g = ^AB + ^ i c .5A , B' i 

ht = "£ à WBA 4-2^0 DB'A', 
les deux équations 

( 2 ) fo = 9oXo+ $hiX<, 

(3) f t = g i x Q +J^WABx i +22a i .&b i x i +'2iC i .$($B'A' -* 

Si Ton élimine x entre ces deux équations, on obtient 
l'équation 

g f t —gif 9 = gu*WABT i —g i .8h i T i 

+ g [22a t .8b i x i +j!Ï à c i .8(VB , A'.Ti)], 

laquelle, à cause de2^M2te,= DJ^ABx^ rentre dans la 
forme générale 

(4) 2b.0ax + ^(?x = c, 

a , b , c , x étant des vecteurs, et Q un quaternion quelconque. 
La résolution de cette équation fera connaître la partie 
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imaginaire x ou x ( de l'inconnue À'; en substituant celte valeur 
dans l'équation (2), on en tirera la partie réeHe ft, . 

'. Le premier membre de l'équation (4) est une fonction 
linéaire du vecteur x, que nous représenterons par le symbole 
Dx, de sorte que l'équation (A) pourra s'écrire sous la forme 

(5) D*»*î 

On voit facilement que cette fonction □ jouit des propriétés 
suivantes : 

1° Elle est distributive relativement à l'addition, c'est-à-dire 
que l'on a» x, v, ,,. étant des vecteurs quelconques, 

□ (x h- y ,..) — □* + □? + * -*• 

2° On tire de là, par le procédé connu, a étant un nombre 
réel qaeleonque, 

Qax = aQx. 

3° Il résulte encore, de la première propriété, que l'on a, en 
Ênanl la différentielle, 

Si Ton désigne par D~* la fonction inverse de □, définir 
l'égalité 

D- 1 (Du) = ^ 

la valeur de x sera donnée par l'équation 

<6) x=D- | c. 

Lq problème est donc ramené à la détermination dr eétto 

funetiun invi-rse D" 1 . 

S, (I eat clair que tout vecteur peut être exprimé &t) moyen 
dé la somme de trois vecteurs non coplaoairea quelconques, 
multipliés par des codffi* ients réels. Si donc 00 | 

D{Dx)=p i Xi D(D i x) = D l i f 
les vecteurs Dx, D'x ne seront pas, eu général, eoplanai 

■ On pourra donc exprimer Q 1 * par une fonction linéaire 
à coefficients réels de x t Qx > O 1 * ■ 
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La même chose aurait encore lieu dans le cas où Q*x serait 
coplanaire avec x et Qx, D'abord, si Ton avait Qï = )' 
< h conclurait Q*x = X , x, ce qui est un cas particulier d'i 
trinôme linéaire en x, n*i D'x* Si lZTx est copia nahv 
* et □ X , on pourra poser 

ifoù 

n* x = * n x + ji d * x = j x -*- o -*- u f j r 

ce qui rentre encore dans le cas général. 
Si donc on pose généralement 



(7) 



— Q*X = XX + pQX H- *□*!, 



X, u, t v seront des quantités réelles, indépendantes de x, 

on pourra les déterminer par des procédés analogues i cein 
des art. 549 et 550, en remplaçant successivement x par trois 
vecteurs connus quelconques, x\x\x\ et résolvant les trois 
équations résultantes. 

Si maintenant on remplace x par £j -t Xj l'équation 
devient alors, en transposant, 



(8) 



— aQ-'x = j*x -fvDxt C 



et la fonction inconnue D" 1 se trouve exprimée au bu 
d'opérations directes. 

Dana le cas où Pwi aurait X = 0, u restant fini, QO rempla- 
cerait x par □"**, ce qui donnerait 

— «n"*x = "X + dx. 

Enfin, dans le cas de X=w = n, on remplacerai! x f 

d'où 



569. Pour donner un exemple do la détermination d< 
rîentë X, fi,v, prenons la fonction 

□ x=- 
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que l'on rencontre dan3 la théorie des surfaces du second 
ordre à centre. On peut écrire cette expression sous la forme 

□ x = -2ra r *i r .3i r x, (r = 1,2,3). 
Remplaçons successivement x par i, , i t , i, . On aura 

doù 
D f i # = [— 2* T aî ir.0ir D xj 1=Iâ = — ^ r a? r r . 0i r a f i. = al u , 

et de même 

D 5 r t = a«i â . 

En faisant, dans l'équation (2), x = i t , il vient 

— ai = l-i-pa? + vaj. 

Donc a],a\,a\ sont les racines de l'équation cubique 

d'où Ton conclut immédiatement 

Doinc 

^ , x = aîaîa;x-(2a;a/).^x + (2a r î ).^ , x( , ), 
e * partant la fonction inverse D~ ! sera donnée par la formule 

a\a\a\.\J- l x = (ïa*aî).x — (2fl;).Dx+ D f x. 

^>70. Cela posé, considérons une fonction linéaire d'un vec- 
teur x, de la forme 

&> Dx = 2b.0ax + ï)Ox. 

°Pérons par 0yX > y étant un autre vecteur quelconque. Il 
viendra 

0(Y.Dx) = 20(™.0AX) + 0(Y.fl0x). 



J_' Si l'on remarque que l'opération □ est commutative avec la multiplication 
l a , puisque □ (ax) = a . D x , on voit que ci 
me 

<□- a*)(n — nl)(n — <*l)* =0. 



„ u /* facteur réel a, puisque D (ax) = a . Dx , on voit que cotte équation peut 
r **^ sous la forme 



VJ 
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Or 

0(YB.0AX) = 0YB.0AX = 0XA.0BY = 0(XA.0BY), 

8(y. é 9Qx) = &[i.W{q ê + q i )i] = i ê &i* + &Yq* 

= îo 0XY — 0XÎiY=0(X.UÇy). 

Si donc on désigne par 

(10) D'y = 2a.0by -*- 1D(J\ 

une nouvelle fonction linéaire, différant de la fonction Q par 
l'échange mutuel des lettres a et b et par le changement de Q 
dans son conjugué Ô, on aura, quels que soient les vecteurs 

X,Y, 

(11) 0(Y Dx) = 0(i.D't). 

Les fonctions □ et □ ', qui jouissent de la propriété expri- 
mée par cette équation, sont dites conjuguées entre elles. C'est 
sur cette propriété qu'est fondée la méthode que nous expo- 
sons. 

571, Soient l, h deux vecteurs tels que Ton ait 

(12) Dx = Vlm. 

En opérant par . l X et par . h X * on- aura 

0(l.Dx) = O, 0(m.Dx) = O. 

Mais, si l'on introduit la fonction conjuguée Q' f ces équations*; 
deviendront 

0(x.D'l) = O, 0(x,D'm)=O, 

ce qui fait voir que le vecteur x est perpendiculaire à chacu 
des vecteurs Q'l, D'il. Donc x est parallèle à Taxe du quater- 
nion n'L«D'M, d'où Ton tire, m étant une quantité réelle - 
encore indéterminée, mais indépendante, cotnmc nous \~ 
verrons, des vecteurs L , m , x , 

(13) m\=V(D , L.D'u). 
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Or, d'après l'égalité (12), on a 

X= cr^LM, 
<Toù nous tirons 

et le problème de l'inversion de la fonction □ est ainsi résolu. 

572. Il reste à déterminer la constante m et à exprimer le 
vecteur H) (D'l.D'm) en fonction de JDlm. 

Opérons sur l'équation (13) par D'nX * N étant un vec- 
teur quelconque, non coplanaire avec l et m . Il viendra, en 
vertu de (11), 

mô(n'N.n- 1 tDLM)=:m.0(N.nn" 1 ULM) 

= M.0(N.$LM) = ffl.ÔLMN = 0(m.WLM.N) 

= 0[ntD(n , L.*n'M).Ni = ô[ii>(n'L.n , M).n'N] 

= 0(D'l.D'm.D'n), 
d'où l'on tire 

^(D'L.n'M.n'N) 



05) m = - 



0.LMN 



Cette quantité est indépendante des valeurs particulières des 
vecteurs l, m, n . En effet, soient 

l/=«L + pil+7!l, M'=a'L + P'M+7'N, N' = «L -f- pU + y'H 

trois vecteurs, qui peuvent être quelconques, l,m,n n'étant 
pas coplanaires. On aura 

□ V =a[jL-4-|3n'M +'/D'L, elC...., 

d'où, en remarquant que [art. 546, (7)] la quantité de0u,u 1 u, 
change de signe par la permutation des indices, en suivant la 
même règle que les termes d'un déterminant, 

0(D'L , .n'ii.D , N') = i«i5V|.0(n'L.n , M.n r N), 

SLVN'=|aÉ'/j.$LMN, 

quantités dont le rapport ne dépend pas de a,p,y,a', ..., 
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ni, par suite, du choix des vecteurs l\ m', n' . Chacune de ces 
quantités est, en effet, un invariant, et le multiplicateur numé- 
rique est le même pour les deux, quand on passe d'un système 
de trois vecteurs à un autre. 

573. Changeons maintenant □ en □ + </, g étant un nombre 
réel quelconque, ce qui revient à augmenter de g la partie 
réelle q du quaternion Q. Il est clair que □' deviendra □' + g*, 
et Ton aura, au lieu de l'équation (14), 

'» g .(n+9)- iM ®L* = W[(a' +g)i.(D'+g)*] ' 

= tD(D'L.n'M) + ?^(L.G r M + D'L.M)+J t .î!>L» 

en posant 

Vlm = l.D'm + D'l.m. 

Dans l'équation précédente, 

_ _ g[(D' + g)L.(Q'+g)M.(D'+ g )N] 

m,- j^ =m + m t g. 

est ce que devient m quand □ est changé enD+J»*», et ^ 
étant deux nouveaux coefficients réels, indépendants, corrm. ^mne 
m, de l, m, n, et donnés par les formules 

i9(L.n'M.n'N + M.n'N.n'L4-N.D'L.D'M) 
9lmn 
0(MN.D'L+ NL.D'M-hLM.D'N) 
9lmn 

En substituant pour m g sa valeur dans l'équation 

WfCD+flO-'.^LM = (iwD"" i +flfV + g r ).WiM, 

opérant sur les deux membres par □ + g , et égalant de part 
et d'autre les coefficients des mômes puissances de j^ona 
deux identités, plus les deux équations suivantes 

(17) m t = D V + w D~ l , w t = □ 4- V , 

dont la seconde détermine V , et montre que nous avions bien 
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le droit de traiter D(l. Q'm + D'l.m) comme une fonction 
vectorielle et linéaire de $lm . 
On aurait pu arriver au même résultat comme il suit : 

0(L.V^LM)=:0(L.n'L.M)=: — 0(LM.D'L) 

= — 0O0LM. □'!,)=: — 0(l.D^lm) [éq. (H)] , 
0(m.V^lm)=0(ml.D'm) = — ©(m.dAlm), 

0(lf.VÎl'LBl)=:0(NL.n'M + N.n , L.M)=:WI 1 .0LMN— 0(LM.D'N) 

= 0[K(m 1 Hkn — nfli.ii)], 
et, de plus, ces trois équations sont satisfaites par V = *», — □ • 

574. En éliminant V entre les équations (17), il vient 

m i = 0(rnt—n)+mn- i , 
c'est-à-dire 

<18) m D" 1 = m i — m, □ + D 1 , 

ce qui donne la solution complète des équations vectorielles et 
linéaires. 

Nous allons éclaircir la méthode précédente, en développant 
le calcul de quelques exemples. 

575. I. Soit proposée l'équation 

□ x = Aaxb = c. 
Nous aurons alors [art. 547, (12)] 

□ 'x = flBXA= []x. 

Donc 

0OPalb.Aamb.H>anb) 

m = — K - ^ • 

&LMN 

Or, l,m,n sont trois vecteurs non coplanaires quelconques. 
On peut les supposer égaux à a,b,c, si ceux-ci ne sont pas 
coplanaires. On a alors 

0(a , b.ab , .Wacb) aV.0(baJPacb) 

m = -= = -^ 

9abc 9arc 
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Mais on a [art. 547, (10)] 

BA.^ACB = BA(A.0BC + B.0AC — C.0AB) 

= AV0BC.B -*- BAB.0AC — BAC.0AB. 

Or 0bab = 0abb = O. Donc la partie réelle de 0(ba.Dàcb) 
' se réduit à — 0bac .0ab = 0abc .0ab. Par conséquent, 

m = a*b*.0ab. 
On a ensuite 

fW 1 .0ABC = 0(A.AB , .H>ACB-f-A t B.B.$ACB + A , B.AB , .C) 
= A , B , .0BAC = — A'B'^ABC, 

d'où 

1^ = — A'b*. 

Enfin, 

m t .0ABC = 0(AB.$ACB-*- A.AB'.C -h A*B.BC) 
= — 0ABC.0AB, 

d'où 

fW, = — 0AB. 

On a donc 

A , B f .0AB.D~' l C = A f B 1 .0AB.X 

i= — A , B î r.4-0AB.PACB-H D (A. D ACB.B». 

En développant, on trouve [art. 547, (10)] 

A.X>ACB.B = 0Be.A*B4- AC.AB* -— 0AB.AC B, 

d'où 

$(A.$ACB.B) + 0AB.Î)aCB = A*B.0 BC -+• AB* .0AC , 

ce qui donne 

A , B.0BC+ AB*.0AC — A*B*C __ A~ 1 .0AC -H B~ 1 .0BC— C 

. AV.0AB 0AB 

11 est facile de vérifier que cette valeur satisfait à l'équation 
proposée. On a, en effet [art. 547, (10)], 

A.A- 1 .0BC.B4-A.B- 1 .0BC.B.— ACB 



H)\xv = y 



0AB 

B.0ACH-A.0BC — $ACB 

— z=C , 

0AB 
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576. On aurait pu obtenir plus simplement la solution par 
une méthode directe. On trouve, en opérant sur l'équation 

par . a X » puis par . b X 1 

0(A.UAXB) = 0(A.AXB) = A f .0XB = 0AC, 

et de même, 

B f .0AX = 0BC. 

Par suite, 

A.0XB = A" 4 .0AC, B.0AX = ir'^BC, 

d'où, en ajoutant, et ayant égard à l'équation (10) de l'art. 547, 
qui donne U>axb = a . 0bx + b . 0ax — x . ab = c , 

X.0AB = A~ 1 .0AC 4- Br'^BC — C, 

ce qui s'accorde avec le résultat précédent. 

577. Si a,b,c sont coplanaires, la méthode ne cesse pas 
d'être applicable; mais le résultat peut être obtenu beaucoup 
plus simplement. 

On a, en effet, dans le cas de vecteurs coplanaires [art. 551, 
(18)], 

O = 0ABC = 0(AB.WaXB)=0[ab(A.0XB-*-B.0AX — X.0AB)] 
=^:0ABA.0XB-h0AB , .0AX — 0ABX.0AB, 

d'où résulte 0abx = O; x est donc caplanaire avecA,B,c. 
Dès lors, l'équation proposée peut s'écrire 

axb = c, 

d'où l'on tire immédiatement 

x = \- i c.r î . 

ou, en vertu de la formule (10), art. 547, 

X = A-'^CB- 1 H- B-MÎA-'C — C^A-'BT- 1 . 

On peut vérifier que cette formule équivaut à ce que devient 
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la valeur générale trouvée plus haut, lorsqu'on y introduit les 
conditions de coplanarité. Il faut prouver que Ton a, dans ce 
cas, 

(0AB)- 1 (A-^.SUC -t- B- l .0BC — C) = A^CB" 1 . 

On en tire, en effet, en représentant le premier membre parx, 

AXB = (0AB)- l (B.0AC + A.0BC— ACB); 

or, à cause de 0acb = 0, on a 

ACB = $ACB = A.0CB4- B.0AC — C.0AB. 

Donc la valeur de axb se réduit à c, et par suite 

x = a-'cb -1 . 

578. II. Soit l'équation 

□ x = JDabx = c, 

et supposons d'abord a, b, c non-coplanaires. On pourra alors 
prendre ces vecteurs pour l,m,n. On aura [art. 570, (10)] 

D'x = ^(Ib.x) = ^bax. 
Par conséquent, 

w.Sabc = 0(ba*.bab.$bac) — a'b'.0(ab.X)baci 

= A*B*.0.AB(b.0AC 4- C.0AB — A.0BC) 
== a'b'^ABC^AB, 

d'où 

m = a*b 8 .0ab; 
w,.0abc = 0(a.bab.$bac -|- ba'.b.d bac -f- ba'.bab.ô 
= 0! (abab + aV) Vbac-h a'b'abc] 

= 0.AB(AB4- BAjDbAC -4- AV.0ABC 

= 20AB.0[AB(BAC— -0BAC)] + AV.0ABC 



d'où 



in t =2(0AB; f H-A f B f ; 

W s .0ABC = 0(ab.Î)bAC -h A.BAB.C-t- BA*.BC) 

= 0.A B(BAC — 0BAC) 4- 0[AB(AB 4- BA)c 
= 30AB.0ABG, 
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d'où 

W 1 = 30AB. 

Par conséquent, 

= [2(0AB) t + A , B , ]C — 30AB.$ABC + U(AB.^ABc). 

On a maintenant 

0AB.U>ABC = 0AB.(A.0BC — B.0AC + C.0AB), 

et, à cause de H>aba=a.0ba — b.0a* + a.0ab = 2a.0ab 

— A*B, 
U{aB.^ABC) = (2a.0AB — A f B)0BC — AB f .0 AC + 0AB.H>ABC 

Donc, en faisant, pour abréger, 0bc = a, ac = fi, ab = y> 

tWX = (27 t +A , B î )C— 27(aA— pB + 7C) + (2ay— /3B f )A — aA*B 
= — j3B f AH-(2|3y— «A , )B + A , B , C, 
OU 

(i) aV.0ab.x = -0ac.b , a + (20ac.0ab— a^bcJb + aVc. 

579. On peut résoudre la même équation, sans employer la 
méthode générale, en procédant comme il suit. On a 

C = U>ABX = X.0AB + 1DO0AB.X). 

En opérant par .OOàb) Xi on a 

0(U>AB.C)=0ABC 

"=0ab.0(^ab'.x) + 0[^ab.^(Uab.x)] 

= 0AB.0ABX 4- [(» AB)*X] = 0AB.0ABX. 

En ajoutant cette équation à l'équation donnée, multipliée par 
0AB, il vient 

C.0AB + 0ABG =0AB.ABX, 

d'où l'on tire 

(2) 0AB.X = B-U-^C.SaB 4- 0ABC), 
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solution qui se présente sous une forme plus simple que la 
précédente (1). 

Pour montrer que ces deijx solutions s'accordent, multiplions 
l'équation (2) par a'b*, ce qui donne 

A*B f .0AB.X = BAC.0AB 4- BA.0ABC. 

Le second membre est un vecteur, sa partie réelle 

0BAC.0AB4- 0BA.0ABC 

étant nulle [art. 546, (7)]. On peut donc écrire l'équation sous 
la forme 

a*b.5ab.x = H>bac.0ab — $àb.6abc, 
ou, en y ajoutant la quantité nulle 

— c.0(ab.^ab) + a.0(b.^ab.c)h-b.0(^ab.ac)+Î1>ab.0abc 
[art. 549, (15)], 

A*B*.0AB.X 

= $(bac.0ab) — c.0(ab.^ab)-ha.0(b.^ab.c)+b.0(Î1>ab.ac). 
On a d'ailleurs 

$BAC = B.0AC — A.0BC 4- C.0BA, 
0(B.^AB.C) = — 0(tI>AB.BC) = — 0(AB.BC — 0AB.BC) 
= — B*.0AC 4- 0AB.0BC, 
(HIàB.AC) = — 3 (a.IDaB.C) = - A*.0BC 4- 0AB 0AC, 

0(AB.H>AB) = — 0(BA.H)AB) = — A'B 1 4- (0AB)\ 

Donc, en substituant ces valeurs et réduisant, on a 

A , B , .0AB.X = — AB , .0AC4-B(20AB.0AC — A t .0BC)4-A , B , C, 

ce qui est bien la valeur trouvée plus haut. 
580. Si les vecteurs a , b, c sont coplanaires, on a alors 

O = 0ABC~0(AB.J!>ABX) 

= 0(ABA.0BX — Att , .0AX4-ABX.0AlO 
= 0ABX.0AR, 
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d'où Ton conclut que x est coplanairc avec a, b, c. On a donc 

abx = c, d'où x = n- l A~ ! c, 
ou encore 

x = b- 1 .0a 'c — A-'.Sir^c-t-c.Sjr-'A- 1 . 

581. III. Soit proposé de résoudre l'équation 

(3) U>ex = c, 

e et c étant des vecteurs. Nous allons commencer par déduire 

la solution de cette équation de celle de l'équation $abx = c, 

ce qui nous donnera l'occasion d'examiner certains cas dans 

lesquels les quantités m s'évanouissent, et de montrer l'usage 

des fonctions évanouissantes dans la théorie des quaternions. 

Nous trouverons ensuite des solutions beaucoup plus simples. 

Si, dans l'équation (1) de l'art. 578, nous posons 

AB = £ 4- E, 

e m ^tant un nombre réel, on obtiendra la solution de l'équation 
(3> en faisant tendre e vers zéro. 
On a, dans ce cas, 

a , b 1 = ab.âb = (e + E)(e — e) = ej — E f , 

AB Î .0AC + A , B.0BC = AB.B.0AC4-BA.A.0BC 

= (* o + E)B.0AC + (e o — e)a.Sbc 

= * o (B.0AC + A.0BC)-+-E(B.0AC — A.0BC). 

° r on a [art. 547, (9)] 

B.0AC — A.0BC = U>(C.fl>AB) = flcB. 

*+ °x pression précédente se réduit donc à 

* a (B.0AC+ A.0BC) H- E.$CE. 

**ar suite, la solution de l'équation sera donnée par la 
for n*ulc 

(e î— .E')* x 

==(*?, — E f )C4-20 o .0AC.B— é? o (B.0AC+A.0BC) - E. ÎI>CK 
= (^-E , )c + r .U(c.^AB) — E.PCE, 
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Or 0(e. $ce) = 0ece = O; ffoncE.^CE est un vecteur égal ^ 
a — $ce.e = (0ce — ce)e = e.ôce — ce*. D'après cela,^. 
Téquation précédente devient 

(cj — E*)e x = e* c + e .l&CE — e.0ce, 

d'où, en divisant par * , et faisant ensuite É = O, 

-E*X = flcE-B. lim ft — • 

Mais, par la forme même de Téquation proposée, on v ^ > it 

que l'on doit avoir 

0CE = 0(E.H>EX) = 0B , X = O; 
0GE 

donc la limite de est indéterminée, et Ton peut la r» :«m- 

placer par une quantité réelle arbitraire A É . Donc la soluL m. «n 
cherchée est 

x = — WcE- l + h ir i , 

ou encore, à cause de 0ce = , 

X = E- 1 (*o4-C)- 

En effet, cette équation donne bien ex = A + c, di* «>ù 

582. De là un mode de solution très simple. On a, quel «X w 
soit A , TDeIi q e~ 1 = 0, d'où il s'ensuit que 

t?.E(x — AqE- 1 ) = Wex = c 

est un vecteur constant, quel que soit A . Donc 

E(X — AoE" 1 ) = EX — A = c + c 9 

d'où Ton tire la solution précédente, en écrivant A au l! * {l 
de A + c, . 

583. Appliquons maintenant à la même équation la métho *3? 
générale. Prenons pour l,m,n les vecteurs e,c et ec, ** 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 461 

dernier produit devant être un vecteur si Ton veut que x en 
soit un (art. 581). On a alors 

□ 'X = H>XE, 

5(U>ec.ec) = 5(ëc.ec)= — 0(ec.êc) = — 0(ec.ce) = — eV; 

— E , C , .m = ÔpP(K , ).tDcE.îDE , c]=:0, 

d'où m = 0; • 

-e , c 1 .w 1 = 0[e.1Dce.^ece + 1D(e î ).c.1Deceh-1D(e , ).Î1>ce.e] 

=:0[E.t!>CE.îD(E.lDcE)]=0(E.CE.E.CE) = E 4 C^ 

*J , oùm 1 =— e*; 

— E*C*.m t = 0[EC.$ECE4-E.$CE.EC4-$(E , ).CE(f 

= 0(ec.e.ce) = O, 

rf*CMuro t = 0. 

L'équation cubique en □ devient donc 

#, *Oii l'on tire 

n- 1 = ^n + n- , o, 

x = D~" i c = i^ec + n~*0. 
*-**** l'équation D'z = peut s'écrire sous la forme 

= H)(e.JDeZj=D[e{EZ— 0EZ)] = E*Z — E.0EZ. 






^t 



1 ne, si z n'est pas nul, il faut qu'il soit parallèle à e, et de la 
r^me h, e , d'où 



partant 



z = n- , = A o E, 



x = -z.Dec + h Q E. 



584. IV. Prenons enfin l'équation 

QX = A 0BX 4- A'.0B'X + A'.0r/X =■ C, 
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à laquelle peut se ramener le cas le plus général d'une équa- 
tion linéaire ('). On a 

D'X = B.0AX + B'.0A'x -t- B'.0A'X. 



En prenant pour l, h, n les vecteurs a, a', a', qui ne sont | 
généralement coplanaires, on a 

ÔCD'a.D'a'.D'a') = 0.(b.0aa+'b\0a'a + b'.0a'a)X...X — 

0AA 0AA 0A'A 



= 0BB'B'. 



0AA' 
0AA' 



0aY 
0aY 



3AY 

0aV 



Or on a 



0a'a\0aY-0aY.0a'a'=0(aY.A'a')-0aY.0aV 

=0[a'a'.(a'a'— 0a'a')]=0(a'a'.ÎI>a'a')=— 0(^a'a'.Pa' _*v '\ 

0aY.0AA* — 0Aa'.0aY = 0AA'.6aY— 0(aa'.aY) 

= 0LAA'(0A'A'-^AV)]=0(AA'.^A'A')=— 0(tl>A'A.PA* A'), 
0AA'.0AV — 0A'A'.0AA' = 0AA'.0A'A'-0(AA'.A'A r ) 



(t) En effet, soient b, b\ b* trois vecteurs non coplanaires quelconques, et il *^ * or " 
minons trois autres vecteurs c', c', c* par les conditions 

c .0bbV = VbV, 
c'.Ôbb'b' = Db'b, 
c'.3bbV = :0bb'. 

Si x est un vecteur quelconque, on aura identiquement [art. 550, (16}] 

x.3bbV = Wb\3bx4- Wb.Sb'x + ^bji'.Sb'x, 

ou, en ayant égard aux relations précédentes, 

X = C.0BX +C'.5B'X -4- c'.JSb'X. 
Si Ton pose maintenant, quelle que soit la fonction linéaire et homogène O , 

Q]c = a, Dc'=a', Dc r = A r , 

il viendra 

DX = A.SÎBX4-A'.0B'X4-A r .0B r X, 

d'où Ton voit que le premier membre de toute équation □ x = c est réductible* '* ^ 
forme trinôme que nous considérons, et qui peut être regardée comme la f*-* r me 
type. 
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Dune le déterminant a pour valeur 
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~9aA.8(9aV.9aV)-0AA'.0OPa'A.:Pa'a') — 5 A\\ SlV A A'.tl» AV) 

= — 5.a[a.3Ca'a'.»aV) + a'.Sia*a.^a'a')4-a"6(aa'.Va'.0]. 

Or, d'après la formule (15) de l'art. 549, la quantité entre 
■chels est égale à H>a'a'.0aaV. Donc la valeur du déler- 
minant est 

— 0[a.©aV.0aaV] = -Saa'aVi*, 
'! par conséquent 

m = — SaaY.Siîu'iï*. 
On a ensuite 

45(a.DV.D'a') 

= SjA.(B.SAA , + B',6A'A'-t-B'.0A*A').(D.SAA'+It'.SA'A' +u'.SaV)] 
= S[bV.A.(0aY.0aV — 0aY.0a'a",>]-|-... 
= — ÔLB'n'A.SU'A'.VAVt+B'BA.SfA'A.PAA'J + BD'A.SfAA' t> AA* T . 

I » r j aura de même 

L0(Q'A.A'.QV) = — fi[B , BV.a(A , A.pA , A')+ . 
0<D , a.DV.a*) = — 0[u'bV.0{aa'.ÏIa'a , )4- ... 

*^*«>>i l'on lire, en faisant ta somme et ayant égard ;'t la formule 
*) de l'art. 540, le numérateur de m, 

== — 0.B , B , [A.S(AV.'0A , A') + A , .0(A'A.roA'A") + A , .âiAA'.VAV^-... 
— SiBB'.PA^.SAAV+B'B.UA'A.SA'A'A + BB'.PAA'.SA'AA'] 
-0AA'A\0(ttA , A\»BV + ï>A'A.:«>B , O + ï>AA , .'DuB'). 

m, = — 0(©aV.©bV -t- t>A'A.t>B'it 4- ï»aa' .Ubr- ) . 
Enfin 

5(aA.A'A') = 0r0V\ I.AV-1 0AA , .IiYa , + Saa'.» , aV 

mural de même les deux autres termes du numérateur de 
**»,, et ajoutant, on trouve, eu vertu de la formule (16) de 
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l'art. 550, 

[b(a'a'.0AA + a'a.0 AA' + AA' .0AA r ) + . . .] 

= [bCDa'a'.0AA + ÎDa'a.0AA' + Waa'.0AA') -H . . .• 

= 0(ba.0aa'a , + b'a'.0a'a'a + bV.0a'aa'), 

d'où 

«I, = (AB 4- a'b' + a'b') . 

Par conséquent, on a, pour la solution cherchée, 
— 0aa'a:0bb'b!x = — 0(^a , a:H>b'b'+ï>a'a.^b , b+Ï>aa:1I>bb').c 

— 0(AB + A'B'+AV).QC- t -D t C. 

585. On peut arriver plus simplement à ce résultat. Si Ton 
opère, en effet, sur l'équation successivement par 0a'a'X, 
0a'aX,0aa' X, il vient 

0a'a'a.0bx = 0aV(:, 
0a'aa'.0b'x==0a'ac, 
0aa'a'.0b'x = 0aa'c. 

De ces équations on tire [art. 550, (16)], en les multipliant 
respectivement par $b'b', ^b'b, JDbb', et faisant la somme- -, 

0aa'a.0bb'b , .x = Ub'b , .0a , a , c-+-î>b'b.0a'ac-+-Ubb'.0aa'c 

On peut vérifier comme il suit l'identité de cette valeu ^r 
avec celle que donne la méthode générale. On a, en effe^^_'t 
[art. 549, (15)], 

fl>B'B'.0A'A'C 

= A f .0(A'C.tjB'B') + A'.0(CA'.^B'B')+C.0(A'A'.tî>B'B') 

= a'.0[a'.V(c.VbV)]+... 

= A'.(0A'B'.0CB'"-0AV.0CB') 

+ A'.C0C , B'.0AB'-0CB , .0A , B')-»-C.0(A'A'.t?BV- ). 

Traitant les deux autres termes de la même manière, c~->» 
trouve 

0aa*a'.0bb'b'.x 

= a(0a'b'.0cb— 0a'b.0cb'+0aV.0cb— 0a'b.0cb'« 

+ a'(...) + a'(...) 

-+-C[0(a'a'.^B'b') + 0(a'a.^B'b)4-0(AA , .Pbb')" 
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5bc.<0AB4-0aV + 0aV) — 0AB.0IIC— 0A'B.0b'c-0aV0B\:] 

+ a'[.. .] + a"[...] +c [0(a'a\H>bV) + . . .] 

= IA.0BC + A'.0B*C + A*.0B>O (0AB + 0AV ~h 

— A.0[B(.A.0BC + A\01l , C-hA i .0B i e)] 

-a'.Sd'(a.Sbc+ ■ -)] — a\0[b , (a.0bc+ . 

c[0<A'A\PBV)-h,./J 
= DC.2aB— n f C+^ t 20(AA'.1ItBB , ) ï 

ur i|uî coïncide avec celle dfl Part, précédent, à cause de 

0(AA , .PBB , ) = 0(I»AAM!>BB , ) ï eh. 

. On voit par ce qui précède que, dans les divers cas 
particuliers on peut le plus souvent trouver des procédé* 
<ts plus courts que remploi de la méthode générale- Mais 
( ulre son application a [a résolution des équations, la méthode 
dllamîUon est surtout importante parce qu'elle nuus apprend 
I exprimer les inverses de certaines fonctions de D* telles que 
(□ — S)" 1 » à l'aide d opérations directes, propriété qui est de la 
plus grande Utilité dans les applications, et aussi parce qu'elle 
conduit h l'équation fondamentale du troisième degré 

D 1 — WiD* + »«i O — m = 0, 

qui résulte immédiatement de l'équation de l'art. H74, et qui 
joue un rôle considérable dans le problème de la détermina* 
Uoo des axes des surfaces du second degré et dans ceux rjui 
lui sont analogues, 

587* D'après ce que nous avons vu (ail. T>7i), on peut déter- 
miner trois coefficients réels m, m,, m t , tels que l'équation 

< i > (D* — «i, D ! + m, D — m) % = 0, 

que nous représenterons, pour abréger, par 

*(□)* = 0, . 

it satisfaite identiquement par un vecteur que Ic.niiqn. 

12 
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Si Ton désigne par g t , g t) g t les racines de l'équation cubique 5 
(3) ? (g) = g> — m t g* + m l g — m = 9 

Téquation (i) pourra s'écrire symboliquement sous la forme 

(4) (□-tf,)(n-jf,)(n-*)x = o. 

Cela posé, cherchons la condition pour qu'un vecteur x so p ^ 
parallèle au vecteur Dx, c'est-à-dire pour que l'opération C^3 

appliquée à x, n'en change pas la direction. On devra avoi F , 

g désignant un nombre réel, 

(5) nx = «fxC), 

«djoù 

et, en substituant dans l'équation (1), à laquelle tout vecteur 
doit satisfaire, 

(ff 8 — ™t9* + nh9 — w)x = 0, 

ce qui exige que le coefficient g soit l'une des racines de 
Téquation* (3). Il faudra donc prendre pour x un vecteur sati*^ 
faisant à Tune des équations que Ton obtient en remplaçant 
dans (5), g par Tune des valeurs g l9 g %9 g i} savoir, un d^ s 
vecteurs x, , x,, x 3 , tels que 

(0) (D— ff 1 )x l = 0, (D— 0,)x f = O, (D — ^)x, = 0. 

588. Supposons les trois racines g l9 g t9 g^ réelles et inégal ^-^ s * 
Si x,, x,, x 3 sont trois vecteurs non coplanaires quelconqa «^^ s * 
on peut décomposer le vecteur quelconque x suivant leurs ^^ v 
rections, et Ton a, a 4 , a â , a 3 étant trois quantités réelles, 

(7) Xz=« 1 X 1 -f-a 2 X t 4-« 3 X 3 . 



(•) Cette équation peut encore s'écrire sous la forme d'une équation du se<r- «m^ 
degré 

»(x.Dx) = 0. 
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Opérons par □ — f t sur les deux membres de cette égalité; 
il viendra 

SI maintenant x lt x 2 , x, sont les trois directions qui satisfont 
respectivement aux équations (0), (□ — r/ 1 )x l s'annulera; 
ensuite, x t étant parallèle à □ x. et par suite a (□ — #,)V 
et % A étant de môme parallèle a (Q — J^x», on voit que 
( Zl — ff t )x se réduira à la forme 

ai et ai étant de nouvelles constantes réelles. Donc l'opéra- 
tion Q — g l fait perdre à un vecteur quelconque x sa compo- 
sante parallèle à x l? et par conséquent (□ — #,)x e:>t parallèle 
au plan de x t et de x a . 

En opérant actuellement par D — y^ on voit de même que 
I vecteur x, par l'effet des deux opérations successives, a 
perdu ses composantes parallèles u x, et ù x f , et qu'il est 
devenu ainsi parallèle a x,. Donc x, est parallèle» ou, ce qui 
revient ici au même, égal au vecteur (Q — y t ) (□ — <7 t )x, ce 

tn peut représenter symboliquement par l'équation 



X, — 



D— 9: 



\, 



un vecteur quelconque. 
On peut aisément vérifier ce résultat. En effet, si Ton Dpère 
par □ — j t , on a, en vertu de l'identité (3), 

(D— 9Ù** = (a-9i) (D-flF.)CD— Jjx = f (Dîk = 0. 
En déterminant de même les deux autres directions, on aura 



?(D) 



x, = 



»(D> 



(8) *' □ -g,' 1 " ~D-J, 
x étant un vecteur arbitraire. 



x , x , — . 



a—g. 



x, 



Si les racines j„ y, étaient égales entre elles, la troi- 
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sième équation (6) se confondrait avec la seconde, et Ton 
n'aurait plus que deux directions x, , x, satisfaisant à la condi- 
tion (5). Pour représenter uo vecteur quelconque x par l'équa- 
tion (7), on prendrait pour x, un vecteur arbitraire, non 
coplanaire à x, et x t . On aurait alors pour x, et x t les mêmes 
valeurs 

»(rn 
x,= ? ^-x = (n-0,)(n-^x, 

qui vérifieraient les deux premières équations (6). Mais, en 
opérant sur (7) par (□ — g t ) (□ — g t ) , il viendrait 

(D-? 1 )(D-y î )x = « 8 (n-ff 1 )(D— y,)x,, 

et le second membre satisfait à l'équation 

(D— 0,)x = O f 

quel que soit x, différent de x . 

Si les trois racines sont égales, alors tout vecteur satisfait à 
la relation (□ — g t )x = 0. Car, en prenant x, = (Q — g t yx, 
l'équation (□ — g i )x l = est satisfaite, et x, peut représenter 
un vecteur quelconque. 

590. Considérons maintenant le cas où la fonction □ est 
conjuguée à elle-même, c'est-à-dire égale à sa conjuguée □'; de 
telle sorte que l'on ait (art. 570), quels que soient les vecteurs 
xet y, 

(9) 0(y.Dx) = 3(x.Dy). 

Des équations (6) on tire 

fl f t^-Sx t x l = 0(nx t .DXs), 

ou, en vertu de la condition (9), en remplaçant soit y par D*i 
et x par x if soit y par Gx, et x par x,, - 



i>es oftAfmrâa cum!>lexks. 
)ii a d'ailleurs 

D t Xi=n(î.x.) = ff»DXt = ffïx„ 
et de même Q% = jjx,. Donc 

égalités qui, pour j, et g % différents entre eux, ne peuvent 
subsister que si Ton a 

01,1, = 0, 

rà-dîre si les doux directions x É1 x â sont perpendiculaires 

fntre elles. Doue, si l'équation (S) a ses trois racines Inégales, 

les trois vecteurs déterminas par les formules (8) forment un 

!iie orthogonal, lorsque la fonction □ est conjuguée à 

lliHiiême. 

Si l'équation (3) a deux racines égales, (j % = g^ x t sera 
grpendiculaire à tous les vecteurs, en nombre inûnî, qui 
satisferont à l'équation (D — Si) x = . 

591. Ce que nous venons de dire suppose In réalité des trois 
racines ;/ tT ftfft- Wl.MW allons montrer que ces racines 
ic peuvent être complexes, lorsque la fonction □ est conjuguée 

elle-même. Soit, en cfleU s'il est possible, g t + h t i une 
le ces racines, t étant F unité imaginaire de Talgèbiv ordinaire, 
et soit x f + Y f ï la valeur correspondante de x, donnée par la 

Ieconde équation (8). On devra avoir 
D (x. + Yt = (?t + M) di + 1 10« 
Ipérant successivement par Sv.X , et par Sx.X» et sous- 
nivaut les résultats, il vient, eu égard à la propriété (ô) de 

■MCtion □, 

Q 

comme x, et y, sont dirai vecteurs réels, cette équation ne 
?uï subsister que si A, est nul, ou si la racine g t est réelle, 

Si Ton suppose que les. vecteurs orthogonaux x lf x 
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soient tous unitaires, et qu'on prenne leurs directions pour 
celles des trois unités imaginaires i, , i, , i, , alors l'identité 

X.ÔXjXjX, =X i ÔlL t XiX 4- XjSXjX^ 4- x 9 3x t x t x 

deviendra 

(10) x = — i t .0i t x — I f .0I,X — I s .0I,X, 

d'où 

(il) Dx = - ffiii.ôiiX— g % \ % .8i 9 x — fti t .0r t x, 

forme sous laquelle on peut mettre toute fonction conjuguée i 
elle-même, pourvu que l'on prenne pour i t , i t , i, les racines de 
l'équation 

• ï(x.Dx) = 0. 

593. On peut tirer de cette forme une transformation trè — -s 
importante d'une fonction conjuguée à elle-même. 

La formule (11) renferme seulement trois constantes réelle=- ^ 
(li 1 9* 1 9% • Voyons si l'on ne peut pas la réduire à la forme 

□ x = Ix 4- m.V [(i, 4- ni a ) x (i t — ni,)] , 

renfermant également trois constantes réelles /, m, n. 

En mettant pour x sa valeur (10), développant et égalant <L ^- 1 
part et d'autre les coefficients de i, , i t , i 3 , dans les deiL ^* 
expressions de [Jx, il vient 

— g i = — / 4- m (2 — 1 4- n-) , 

— g,= — l — ro(l — n*) 9 

— g* = — l — 7n (2 n- 4- 1 - ?**), 



d'où 



«' = «' = * 



9 1 — 9* 

d'où une valeur réelle pour n, si g, est la racine de grandei^ — nr 
moyenne parmi les trois racines g t , g, , y l . On a ensuite 



m — — hT±* i — 9i + 9, 

«9 ' O 



I 
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CHAPITRE VIII. 

DIFFÉUENTlATtON DES FONCTIONS DE (JUATEHMIONS. 



g K 

Différera s* fondions explicites. 

594, Si f(X) est une fonction analytique d'une variable 

eomptaxe ordinaire X = x t -\- xj $ nous savons 4110, lorsqu'on 

fait croître X de la quantité infiniment petite dJT = dj? + tJ.r M 

croit d'une quantité qui, aux infiniment petits près du 

mi ordre» est de la forme dX.f\X) 9 /"(.Y) désignant une 

quantité indépendante du rapport <Jjt% : dx i des composantes 

V, et le calcul de eelte quantité se fait par les mômes 

■a que dans le cas d'une variable réelle. Le multiplicateur 

! est la dé la fonction f(X). 

Si f(X) est une fonction non monogène X, c'est-à-dire une 

tité variable, dépendant de X d'une manière quelconque, 

mais dont l'accroissement infiniment petit, réduit û sa partie 

principale^ ne peut pas se mettre §OU6 la forme dX-fiX), 

f(X) étant indépendant de dx<> : rfr, , cette fonction n'a pas de 

15. Si maintenant, au lieu d*ime quantité complexe ordi- 
\ } X désigne un quaternion, la fonction f(X) pouvant 
dépendre de paramétrée qui seraient enx-m$mee < 1 • - s qaaler- 
liions, alors la partie prinripalr é$ tu fonction f(X) f corés- 
idante i l'accroissement Infiniment petit 

il = ,fr 4- \ i dx î 4- lidx t -h */ 

1 variable A\ ne pourra, en général, se mettre lOUI ta 
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forme dX.f'(X) , à cause de la non-commutativité de la mul- 
tiplication. 

596. C'est ce qu'on peut voir sur un exemple très simple. 
Soit la fonction 

f(X) = X*. 
Nous aurons 

f(X + dX) = (X+dX)* = X* + X.dX + dX.X + dX\. 

d'où, en négligeant l'infiniment petit du second ordre dX*, 

df(X) = XdX+dX.X. 

Si l'on voulait mettre cette expression sous la forme dX.f (X), 
il faudrait déterminer une quantité W telle que l'on eût 

X.dX = dX.W, 

ce qui donnerait 

W = dX- l .X.dX. 

Si Ton suppose, par exemple, que X et dX soient des vecteurs, 
et que Ton désigne par s l'axe unitaire du vecteur inÛniment 
petit dX, on aura, le module de dX disparaissant, 

W = 2r l Xs, 

expression qui, ainsi que nous l'avons vu (art. 552), représente- 
un vecteur faisant avec X un angle double de celui que fait )L 
avec l'axe S, et qui, par suite, n'est pas indépendant du rapports 
des composantes de dX. Donc la fonction À' 1 n'a pas de déri- 
vée, à moins que X et dX ne soient deux quaternions copia— 
naircs, ce qui comprend comme cas particulier le cas de dX 
réel. 

597. Si l'on considère de même la fonction 

/u)=4> 
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fc?3 



aura 



H4TIAJ / 


\* 


>~ X+dX X 








1 4 lYtrtT\\ 


i 




-x+dxl* {x ^ dx >■-x^- 


X + dX 






- ( * \\ l il i 




Or le facteur 


- U+<'.V 7 A A' 




i 


A' 


A" X-hdX—dX 


dX 


X+dX' 


~X+iX~ X+dX 


X+dX 



.dX. 



ii pour limite Funité. Donc on a, cri négligeant les infiniment 
petits d'ordre supérieur au premier, 

i il 

d x = "x dX x' 

expression qui ne se réduit à — -r^ que si X et dX sont copia- 
•s, ou si dXest réel. 

98. Otte absence de dérivée, dans le cas général d'une 
Non de quaternîons, tient, comme on ta voit, I la non- 
eummutativité de la multiplication par la différentielle dX f et 
elle cesserait si dX était réélit. C'est ce qui aura lieu, en 
particulier, dans le cas ou la variable X f dont dépend le qua- 
teraion f(X), sera une variable réelle f 1 ). Alors la différentielle 
if(X) se ramènera a un seul terme de la forme dXf'(X) ou 
dX* et f(JQ aura pour dérivée le multiplicateur /"'(À*). 

.*. On peut ramener fi ce DM la n i Im nhe delà differen- 
de /'(A*) dans le cas où A et dX sont des quaternîons quel- 
conques. En effet, dans le cas des variables réelles ou complexes 
ordinaires, si Ton multiplie l'accroissement dX par une variable 



f 1 ) Ou, plus généralement, utu» quantité complexe ordinaire* 
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réelle infiniment petite e, indépendante de X, df(X), réduite 
à sa partie principale, sera la limite pour e = du rapport 

f(X+*dX) — f(X) 
i 

e 

ou, ce qui est la môme chose, la limite pour e = de la dérivée 

.. „ df{X+MdX) 
partielle • 

Dans le cas où X et f(X) sont des quaternions, ainsi que 
dX, la formule précédente ne cessera pas d'être vraie, et Ton 
pourra prendre pour définition de la différentielle df(X) , réduite 
ù sa partie principale, l'expression 

m "'* - «m K*+ *dX)-f(X) _ i im df(X+ tiX) 
Ainsi l'on aura 

d(X*) = lim ( x+cd ^)'-*' _ iim(x.«+«.X+ idX 1 ) 

= X.dX+dX.X, 
ou encore, 

d(X*) = lim à-W + 'W — \im(X.dX + dX.X + 2$iX % ) 

U £ 

= X.dX+dX.X, 

comme nous l'avions déjà trouvé. 

600. Si la différentielle dX se compose de plusieurs parties, 
dX = d t X+diX + ..., 

la différentiation de df(X) sera une opération distribulive par 
rapport à ces parties. En effet, en ne considérant d'abord qu e 
deux parties, on a 

.. f(X+tdX) — f{X) .. (X+ •rf 1 X+ td t X)—f(X) 
lim ' — '—— - = lim L ^— - 

e e 

.. fiX+td^-fiX) .. fiX+tdiX+td^—fiX+titX}. 
= lim - — - — ^— ^ + lim - - — - — — — - — 

C i 

= rf, f(X) h- lira rf, f(X + • rf, X) = d, AX) + rf, AX) , 
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appelant d t f(X), d t f{X) les accroissements correspondants 
pectivement à d t X et à d % X. On étendrait facilement le 
jonnement au cas d'un nombre quelconque de parties. 
)e là on déduit, comme cas particulier, cette conséquence, 
>, si Ton multiplie dX par une constante réelle quelconque A, 
X) se trouvera multiplié par la môme constante k . 

KM . Considérons maintenant une fonction composée 

V,W, ... étant des fonctions de X . La différentielle 

^\\f(U+*dU,V+*dV,...)--f{U,V,...)} 

a une fonction linéaire et homogène des quaternions dU, 
, ... , et distributive par rapport à chacun d'eux, 
linsi, pour différentier une fonction composée, on différen- 
•a la fonction par rapport à chacune des fonctions compo- 
tes, comme si elle était seule variable, et Ton fera la somme 
résultats obtenus. La règle est ainsi la même que pour la 
Srentiation des fonctions réelles, aux changements près 
ntraîne la non-commutativité de la multiplication. 

>2. Exemples. I. Soit la fonction 

r=(^x) 5 = -x% 

signant un vecteur, tyx étant une quantité réelle, on aura 

dY = 2%x.d%\. 
1 * d'autre part, du étant un vecteur, 

d(x') = lim = x.dfx + dx.x 

;=x.dx + x.dx = 2.0(xdx). 

/ $x.d$x = — 0(xrfx), 
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OU 

d«X = -0(«X.i.X) = 0yj. 



ou encore 



dfyx „ dx 

-= — = JJ 

®X X 



603. II. On a, x étant un vecteur quelconque, 

x= / atx.iHx, 

lltx étant le verseur ou Taxe unitaire du vecteur. On en tire 
dx = d®,.Ux + ®,x.d1Hx, 

d'où, en multipliant par-==7=r- • rrr-, la multiplication par 
$x étant commutative , 

.dx_d^x dUi_ s dx dWx 
X ~" «z + ïlx ~ x + Ux * 
Donc 

dïix ^ dx ^ xdx Ibxdx 

= etc. 







dlKx 
lltx 


x x s 


Vxdx 
x* 


604. 


III. 


. Considérons maintenant l'équation 








(Zx)* = x.x. 




On en 


tire 









2%x.dZx= nx.x) = ^ (*+'">(*-»• «»)-l i 

= lim [tf X(Â'+ *dÀ') + X.dX] 

= dX.X+ A'.rfÀ' = 20(X.dX) = 25(Â'.dX)- 

Donc, à cause de ^A^-O, et de IIIà^III-^ïj^-*" 5, 
«X = SI (MX. dX) = S (W | • il) = SI (x-UJ)- 
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Si X=x est un vecteur, alors X= x = — x, et Ton retrouve 
brmule de l'exemple I ,- 

d-ak=_ g(Wx.dx). 

)n a encore H - = x~* = — = UX, d'où 

d&X & dX 
%X X 

illeurs, en faisant X=%X.WX, on a 

dX=%X.d%X + ^X.d\iX, 

ù 

dX_d%X dïiX 
X ~ %X + MX' 

„ ' d®>X , -dX 

ar suite, en mettant pour -=— sa valeur -=• » 

rt dX_dïiX 
^ X ~ MX 

35. IY. Soit 

Y = X'; 
i (art. 599) 

^=X.dX+dX.X = 20(JMX) + 20X.1MX + 20dÀ'.D A'. 

i X est un vecteur x, ar et $dX sont nuls, et l'on a 

d(x i ) = 2$(xdx). 
irae dans l'exemple I. 

06. V. Soit F=|/X. On a X= F', d'où 

dX=Y.dY + dY.Y. 

opérant par F X et par X F, il vient 

Y.dX=Y*.dY+Y.dY.Y, 
dX.7= Y.dY.7+(&Yy.dY, 
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et, en ajoutant, 

Y.dX + dX-7= [y+ C%Yy + 2$Y.r}dY\ 
ce qui donne la -va leur de 

dY = dVX. 
607. On a 

X.X- 1 = 1 , d'où X.d(X- 1 ) + dX.X- 1 = 0, 
et par suite, en opérant par X~ l X » on trouve (art. 597) 

d x = -T dX x' 

Si X = x est un vecteur, alors 

A i ^ A l i A ii A i A * 

d -= .dx.- = -; dx - dx . dx. - 

x xxx* xx x x 

dx 1/1 , J 1\ dx i/dx ^dx\ 
= -5- — -(-.dx-hdx.-)= — (— + « — 

X f X \X X/ X* X \ X X / 

[ x __? 0— =1^ — 25— W — -C-' 

K* X ' X X \ X X/ XX 



dx 



608. VII. De X = x, -!- .t, on tire 

dX = dx + dx { . 
Donc 

SdX = dx = dSX, VdX=dXi = dJfrX, 

de sorte que le signe d est conimutatif avec les signes et V 
Puisque X = x — # a , on aura donc 

dX= dC X = dx — dx< = rfX — VrfX = Cd*. 

Les signes d et C sont donc aussi commutatifs 

609. La diflerentiation successive ne présente aucune nou- 
velle difficulté. Ainsi, en différentiant de nouveau l'expression 

d{X*) = X.dX + dX.X, 
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on trouve 

d*(X f ) = X.d*X + 2(dX)* + d'X.X, 

et de même pour les différentielles des ordres suivants. 
Si X est un vecteur x, on a (art. 602) 

d(x*) = 20(xdx), 
d'où 

<P(x*) = 2(dx)*-t-20(xd*x). 

De même, X étant le verseur ou Taxe unitaire de x, on a 
(art. 603) 

< TlKx = d*X = -d^l^l ) . 

Or (art. 604) ' 

d 1 _ 2d^x _ 20(xdx) 
Cfcx)» ~~ C®x) s— (®x)' ' 

d.^{xdx) = 1^.d(xdx) = H>(dx f + x.d'x) = fl>(x.d*x). 

Donc 

_^ Ux= 20^ x ^ 1 X ^ X ^ 

y. 

= in~« [(^• xdx )'-^ 2l5 ( xdx )-^( xdx )- x *-^( ]id,x )] • 

610. Donnons ici la définition de l'opérateur que Hamilton 
a désigné par le symbole 

à à à 

<*,£< d*T t djT s 

Soit F (x) une fonction réelle du vecteur 

et par suite une fonction réelle des composantes x x , x t , jr, . 
On aura, d'après cela 

V F (X) = l t — -h I, — Ht I, -r— • 
c/jr i dx, crar, 
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Or on a 

dx = hdx t -f- i t da?,-h i 8 dr 8 , 

d'où, dF (x) devant être une quantité réelle, comme F (x), 

= — 0(VF(x).dx). 
Si Ton considère la surface représentée par l'équation „ 

. F(x) = C, 
C étant une constante, on aura alors dF (x) = , et par suite 

0[VF(x).dx]=Q. 

L'expression VF 00 représente évidemment un vecteur, que 
nous désignerons par n , et qui est perpendiculaire au vecteur 
dx, et par suite normal à la surface F (x) = C . 

§n. 

Diffcrcntiation des fonctions implicites. 

611. Soit F une fonction implicite du quaternion «Y, donnée 
par l'équation non résolue 

F(X, Y) = 0. 

On se propose de trouver la différentielle dF en fonction de 
X, F, dX. 

Pour cela, on différentiera F (X , F) par la règle de la diffé- 
rentiation des fonctions composées. La différentielle dF (X, Y) 
sera une fonction linéaire et homogène des différentielles dX 
et d F, et par suite dF = sera une équation du premier degré 
en dY, que Ton résoudra par les méthodes exposées dans le 
Chapitre précédent. 
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Supposons que Ton demande, par exemple, de trouver la 
différentielle de Y = ^X. Cette quantité est déterminée par l'é- 
quation 

Y> = A\ 

qui donne, en différentiant, 

Y\dY + Y.dY.Y + dY.Y* = dX. 

Opérons à la fois par FX et par XI" 1 » ?& qui donne 

r».dr. r- 1 + r f .rf r + r.rf r. r = Y.dx. r- 1 , 

et retranchons cette équation de la précédente; il viendra 

// Y. Y* - Y\dY. F- 1 = dX— Y.dX. Y~ l , 

«'•quation en rfF, de môme forme que celle que nous avons 
traitée dans Fart. 561. 

On pourrait obtenir de la même manière la différentielle 
d'une racine de degré quelconque d'un quaternion. 
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CHAPITRE IX. 

APPLICATION DU CALCUL DES QUATERNIONS A LA TRIQONOHBTRIB SPHftlUQCE 



§ I er - 



Démonstration des formules fondamentales de la Trigonométrie 

sphêriquc. 

612. Soient ABC un triangle sphérique, A'B'C son triangle 
polaire, ayant pour sommets les pôles (positifs) des côtés BC, 
CA,AB. Réciproquement, ABC sera le triangle polaire de 
A'B'C. Chaque côté de Tun de ces triangles sera égala 
l'angle extérieur correspondant de l'autre triangle, ces angles 
extérieurs étant les suppléments des angles intérieurs adjacents, 
et étant formés par les prolongements des côtés dans le sens 
direct. 

Les côtés BC , C A , AB , considérés en grandeur et en direc- 
tion, représentent des biradiales unitaires A, B, C, formées 
par les vecteurs 0A=a, OB = b, OC = c, pris deux à deux, 
et ayant pour axes les vecteurs a' , b' , c' des sommets du 
triangle polaire, et pour arguments les grandeurs a, jî, f de 
ces mêmes côtés, ou les angles extérieurs du triangle polaire 
A'B'C, de sorte que ces biradiales pounont être désignées 
(art. 5:26) par 

m a'*, b'?, c'y. 

De même, les côtes B'C, C'A', AB' du triangle polaire seront 
des biradiales il', B\ C, ayant pour axes a, b x c, etpourargu- 
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nients les grandeurs a', £', y' des cAtés de A'B'C ou des angles 
extérieurs de À B C , et l'on pourra les désigner par 

a*', b?', c?'. 

613. La biradiale a'* étant formée par les vecteurs b et c, 
a pour valeur - = — bc , et de même pour les autres, ce qui 
donne les équations 

/j4=cos« -h A'sin« = — BC, 

(1) \b =cosô -hb' sîn /3== — CA. 

\ C = cosy -f- c' siny= — ab: 

/ A' = cos *' -h a sin u = — b'c' . 

(2; | B' = cos£'-h Bsin£' = — c'a', 

\ C = cos/.-hcsiny'nz — a'b'. 

En opérant sur l'équation il = — bc soit par b X > soit par 
X c , on en tire les deux relations 

bA-c, .4 c = b . 

Eu y permutant circulairement les lettres, et formant les 
relations analogues pour le triangle polaire, on aura les 
formules 

a = cB = Cb , a' = c'fl' = C'b\ 

i3) 7b = aC=Ac. (4) \*' = k'C'=A'c', 



' c = bA = Ba; [ C = b'A' = B'a 

Substituant pour A , B , ... leurs valeurs 
A a = cos« + A'sin«, etc., 
ss formules deviennent 

• A = CC0SJ5 + CB'sin|3 = BCOSy +c'Bsiny . 
) | B = AC0Sy-f- Ac'siny = ccos« + A'csin«, 

f C = BCOS« 4- BA' SÎD a = A COS j3 4- b'aSJD^: 
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/ a' = c'cosP' -hc'Bsin/S' = b'cos7' -f-CB'sin?', 

(6) < b' =a'cos7' -+-A'csin7' = G'C0Sa' + Ac'sin«', 
( ç' = b' cos*' 4-B'Asina f ==a'cos£' -*- ba' sin .6'. 

1 
614. Multiplions entre elles les deux dernières équations (I : 
nous aurons (voir art. 540) 

ca*b= — cb = — Cbc = A = cos« — a' sin « = BC. 

Opérant par sur cette égalité, il vient 

A = $BC = B C + $Bid t 

c'est-à-dire, à cause de Sb'c' = — 6 A' =— cos a' , 

(7) cos « = cos 8 cos 7 — sin 6 sin y cos «' , 

première formule fondamentale delà Trigonométrie sphérique. 
Si Ton opère maintenant par D, on aura 

- Ai = JDBC = B C, -*- C B, -*- DBid, 

ou, à cause de Db'c' = — 1M' = — a sina, 

(8) — a ' sin a = c r cos & sin y -f- b' sin B cos y — a sin p sin y sin a' . 

En opérant sur l'équation (8) tour à tour parÔB'Xetp^ 
$b'X> on trouve, à cause de b'a= — C, de b , c. , = — A~ 
♦ k t de la dernière équation (5), 

Ci sin « = — ^4 i cos |3 sin 7 — sin jS cos y , 
— Crf'sinanz — A\ cos (3 sin y -f- (c — Acos|5)sin7sin« f . 

c'est-à-dire, en effaçant dans la dernière les termes qui 
détruisent, et divisant par c , 

(9) sin «cos y' = — sin j3 cos y — cos^sinysina'. 
<10ï sin a sin 7' = si^/sin*'. 

LYquntion (10) est la deuxième formule fondamentale. 
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Des formules (9) et (10) on tire, en éliminant par division 
sina, 
(11) sin«'cotv'-h sinjScoty + cosj5cos« =0, 

troisième formule fondamentale. 

Des formules (7), (10) et (11) on en déduit d'autres par la 
permutation circulaire des lettres et par rechange mutuel des 
lettres accentuées avec les lettres sans accent. 

615. Les trois biradiales À , B , C formant un angle trièdrc 
fermé, on a (art. 540) 

ABC = l, d'où A = CB, 

équation qui fait connaître directement une de ces biradiales, 
quand on connaît les deux autres. 
Soient donnés, par exemple, les deux biradiales 

B = -±= (3 + 21,-1,), C = -^(2+i 1 -i,), 
VU 1/6 

d'où 

3 . A VI 2.1/2 

co*£ = , sin5= , co$7= — , sinv = — , 

P I/Ï4 - VU VI Vd 

les vecteurs unitaires b' , c' ayant pour expressions 

,,•=±(2,,-,,), c=±( ti -u). 
On a, en effectuant la multiplication, 

K6 Kl4 V2S. 

d'où 

2 Vil \ 

c-08«=— —, sin« = -^:, a' = — =(—314 4-21,-1-21,). 

K21 K2i Kl7 

On trouve ensuite 
1" A' = - ii'c' = -^={2 + i. + 2i i +i a ). 
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d'où 

2 . , KO i . . N 

cosa =-— :, sin«'=— =, a = — (i,+2i t -w,); 

2° B'= — c'a' = (— 5 + 2i t H-i, + 2i,), 

d'où 

g Q 

cos/3' = -— , sinj&' = -— , 8 = 1(2^4-1,4-21^; 
K34 K34 

3° C = - a'b' = — (—8 4- 2l 4- 4i, — i,^ . 

K85 

d'où 

— 8 V2i J___ 

cos 7 ' = — =, sin-/ =— :, c = «^ (2i, 4- 4i f — i t ). 
|/85 K85 K21 

Ainsi, connaissant les deux côtés AB, AC du triangle ABC 
de grandeur et de position, nous en avons déduit tous les élé- 
ments du triangle et de son triangle polaire, et les vecteurs 
qui fixent la position des sommets de ces deux triangles par 
rapport aux axes Oi lf Oi s , Oi, . 



616. Autre exemple. On donne les trois côtés 

« = i«,26, /3 = i«,39, 7 = *M7, 

et Ton propose de résoudre le triangle. Fixons les positions 
arbitraires des trois axes rectangulaires Oi lf Oi if Oi If de ma- 
nière que Taxe Oi, passe par'le sommet B, d'où 

B=I t , 

et que Taxe Oi, soit perpendiculaire au plan BOC de la bira- 
diale A d'argument a, ce qui donne 

A'=l t . 

On aura donc, en multipliant, pour simplifier l'écriture, 
tous les nombres par 1000, et bornant les calculs à 3 figures* 
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lide de la Table de multiplication de Crelle, 

A— — 397 4-918r 3 , 
JB = — 575 4- 818b', 
C = — 254 4- 962c'. 

a, par les formules (3) et (4), 

C = B A = I t (COSa 4- IjSina) = — 397i x 4-918i,, 
c'= JB'a' = (cosjS' -f- ijsin 6')i 3 = i t sin/3' 4- i,cos|5' t 
a = Cb = (—264 4- 962c') i t 

= — 264 i t 4-962 (— i t cosp' 4-i 3 sin]3'), 
b' = A'C'= I a (COS7' 4- c sin 7') 

= 918148107' 4- 397 1, sin 7' 4- I3COS7', 
a = c B = (- 397 1, 4- 918 i t ) (— 575 4- 818 b') 

= (228 -751 cosy) r 4 — (528 4- 325 cos y') i,- 818 sin 7.1,. 

itifiant entre elles les deux expressions de a , on a les 

ations 

— 264 = 228 — 751 cos 7', 

— 962cosp' = — 528 — 325cos 7 ', 

962 sin p =818 sin 7', 

1 l'on tire 

COS7' = 0,655 , y 1 = 0«,545 , 

\ang p = 0,834 , p = 0«,442 . 

nfln, on a 

A' = — b'C = — a'C'.c'= — i.,(cos7' 4- csin7')c' 
= _ (693 i t 4- 300 î s 4- 655 i 3 ) (640 r f 4- 769 i 3 ï 
= 696 - 1881, — 532i, 4- 444 i s , 
1 

cos «' = 0,696 , sin a = 0,718 , a' = 0«,510 . 

n appliquant les mêmes calculs à un triangle quelconque, 
né par ses trois côtés a, p, y, on retrouverait les formules 
fraies que nous avons obtenues d'une manière un peu 
irente dans l'art. 614, 



m 
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Qut'<tfon< du#r*6A tvlutictiit aux triangle* tphèrii 

r>!7. Nous avons vu (art. 507) que les produit» 

(i) AB=C, BA = D. 

que Ton peut former avec deux biradiales donnée* LOM=.4 
= M0L, MON = fl— N OM {fi ih 75), en changeant l'ordre 
des facteurs, sont deux biradiales L0N t N'OL', -1* ■ m&mt 
module %A.%B, et d'arguments égaux en grandeur, mai* 
non en position, puisque lents plans sont différents. Les plans 
de ers biradiales forment des angles égaux avec ceux des 
biradiales données, 



MLN = ML'N' 



HNL ^KM'i/, 



et par suite les vecteurs C, , Z>, font des angles égaux tant avec 

le vecteur A t qu'avec le vecteur li, , 
De plus, te vecteur OM , intersection des plans d< \ ♦ t de B. 

est perpendiculaire aux deux axes A, % B t . et intermédiaire 

entre h ,, D, de* 

biradiales KO \ 
L ÛN' = B, et il fur- 
mera avec ces derniers 
égaux. 
Si donc (mi mène par 
OH un plan a perpendi- 
culaire h Tinte* 
Klv' «lis plan* Lfl 
N'OL f | el par ni 
aussi an ptau bissecteur 
K.Mk\ ci plan II G 
tiendra les 
OU, OK è 

plans, et I axe OB sera bissecteur de l'angle des deux aul 
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618, Ce théorème peut se démontrer par le calcul. Suppo- 
sons, pour plus de simplicité, les modules réduits à l'unité, 
et soit 

Ai* = CQSei + Mfifi'ji 

le produit des axes a , b des biradiales unitaires À et B, Taxe m 
étant perpendiculaire à chacun des axes a et b. 

En intervertissant Tordre des facteurs, on aura (art. 510) 



BA = AU = COSïa — MSMI x. 



Or ou a 



^4 B — (COS a H- A Slll a) (COS p 4- D si II ô ) 

■=- COS* COS £ + AsinaCospH- n COS a si II |S-f- ABSiriaSin/s. 
RÂ = COSaCOSp-hASinctCOSjS^ BCOSaJÏnj3 + BASUl«sin£. 

En mettant pour ab sa valeur, il vient 



Le produit BA ^-D ne différera de C que par le changement 
île signe du terme multiplié pur m . Un a donc, en faisant 



AB = C = cosetcosp-t- ASÎnaCOS.fi + DCOSaSJnB 

-h si n « sin p cos u + m sîn « sin t s sin ^ . 



(Zi 



C = cos 7 -h csïn y , D = cos 3 + d sin î , 

COÊy = COS* COS £ + SÎH «SÎI1 ^ COS ja £= COS £ , 



d'où y = 5, c'est-à-dire arc LM — arc N'L\ 
On trouve ensuite 



(8) 



^ csîny = AsiïiaCôs J 5-hBCûsasin^ + M sin «sin | sin p , 

/ BSÎn >" = A sjll et COSp H- B COS es SÎtl p — il SÎD k Sin J5SID p , 



Divisant les deux seconds membres par à, les parties réelles 
seront, de pari et d'autre, 

Su 
- cos et SItl p. 



puisque - est une bi radiale rectangle, dont ta partie réelle est 
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nulle. Donc, à cause de 7 = 0, les cosinus des arguments des 

biradiales - » - sont égaux. 
a a ° 

En divisant par m , on voit de même que les deux biradiales 

- » ont la même partie réelle — ^-r-^ — - , et ne diffè- 

m m r siny 

rent que par le signe de leurs vecteurs. Donc 

= C - , c'est-à-dire = - • 

MM M C 



619. Si Tune A des deux biradiales A , B est rectangle et se 
réduit à son vecteur a , nous aurons ce corollaire : 

Soit LM = LM' = un quadrant; L et L' se confondront aver 
les extrémités H , H' du diamètre perpendiculaire à OM, et, par 
suite, l'intersection des plans OLN, OL'N' se confondra avec 
HH t . Le plan bissecteur KMK t deviendra le pion IILML'B'; 
son pôle E viendra en A, pôle de HMH'. Donc, si Ton consi- 
dère les produits 

N N 

A. - 5 ~ .A 

M M 

d'une biradiale et d'un vecteur, où les facteur3 sont pris dans 
un ordre différent, le vecteur a sera la bissectrice de l'angle 
des axes des deux biradiales HON , N'OH'. On en conclut que 
les axes des biradiales 

(4) \B=C, Ba = D 

forment avec a des angles égaux de grandeur et de position. 

En employant la transformation de l'art. 539, la seconde 
équation (4) donne 

Da=-B, a = — DB : aB = -D. 

Or il est clair que l'axede la biradiale D est le même que Taxe 
de sa conjuguée prise négativement — D . Donc les axes des 
biradiales kB et \B font des angles égaux avec le vecteur a . 
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631. Réciproquement, proposons-nous, étant donnés les 
milieux L , M , N des côtés d'un triangle sphérique, de déter- 
miner le triangle. - ^ 

Les axes des biradiales exprimées par les produits l . -- et - -t 

forment un angle qui a pour bissectrice le vecleur QL. De mt~ 
me, les axes des biradiales m.- et ->M ont pour bi 

et les axes des biradiales n.- ct-.N ont pour bissectrice ON 

M N * 

Or, en remarquant que L.- et -.Lont desargumen 

M R M 

même grandeur, ainsi que -.h = L.- et tf .- , et désignas* 

par <p la grandeur de cet argument corainttti, et par , c , #1» 
axes des diverses biradiales, on a 

N M 

L. - = — - LMN = - . N = COBf +'Ntep , 

L N ._ 

M. -= - MNL =- . L = 00*fr+C«H^, 

N M 

M L 

X. ~ = — XLM = -. M = COS? •+• ASiny. 
L N r 

Il résulte, de ces égalités et de ce que nous avons rappela 
tout à l'heure, que L , M , N sont respectivement les milieux 
des arcs BC,CA,AB, et, par suite, ABC est le triangle 
cherché, et le problème est analyliquement résolu. 

Pour construire ces formules, soit R (fiy. 77), l'intersection 
du cercle MN avec le grand cercle dont le pôle esten L, et soit 

RQ = 2« Prenons, sur le prolongement deMN,RS = MN: 
alors Q0S = L.-=cosç ■+• nsino, b étant Taxe du plan OQS. 
Or, LQ=^ = LR; donc Q <*st le pôle de LR, et par suite 
OQS est perpendiculaire à OLRT. On obtient donc B en pre- 
nant TB = £ 
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Mn obtiendra dr même A et C, Ainsi, on aura Ci pelade 



Fig. 77. 




-L, en prensuit S i n = MN , 
lïO, = ^, ot perlant T É C = 
5 à partir de la renCOfïtre 

de S,Q 1 avec LR, Cela re- 
vintt (a ri. 617) h faire IX 
= BL. 

021. Soit L le pôle de 
MN.Les;niRlcMjRR.SBL 
seront droits, B et L' étant 
les pôles de QS et de MNRS, 



e! p pôle de LU. vont 



yS= f = QBS = QBS + SBl/ — QUH 

= QBL' -QBR = RBL ' =ir-LBC. 

Les arcs C A, A B étant partagés en leurs milieux par Tare 
MN, de pôle L', A,B,C seront équidistants du plan OMN. 
Donc, si A t est le point diamétralement opposé a A, le petit 
cercle à,BC aura son plan parallèle à MNR, et par suite aura 
fii. me pûlef que MNR. Donc les triangles l/RC, t/CA^L'A.B 
seront teoeeèles. Or on a 



•Tnil 



* = ABG + CBL , + L'BA l . 
r = BCA-4-BCL^ L'CA,. 

S* s ABC* BCA +2CBL , + CA 1 B, 
BAC + CBA4- ACB — 2* -2Ciïl =2 f . 

Ilonc l'angle o , qui est l'argument du produit — lmn des trois 
rayons bissecteurs des côtés du triangle sphérique ABC,e&l 
égal h la demi-somuu' des angles du triangle, de sorte que 

5 — 2 représente W demMcicès iphiriepie- 
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On pourrait prendre aussi pour ? l'argument de l'un des 
deux autres produits — mnl, — nlm . 

633. L'égalité 

— LMN = C0S?4- BSlû? = B* , 

multipliée par - , donne 

BLMN=B* = C0S( ? — ^j 4- BSÎnf? — 5). 

Or 9 — g est le demi-excès sphérique, ou la moitié de Taire 
du triangle ABC, le triangle trirectangle étant pris pour unité. 
Donc 



L N LAN 



blmn = -.- = -.-.- = KBÔC.KCÏÏÀ.KAOB. 

B N B M A 

Par conséquent, Taire d'un triangle sphérique est donnée par 
F argument du quaternion qui a pour valeur le produit des racines 
carrées des trois côtés, comptés dans l'ordre direct. 

Exemple. Soient donnés les trois sommets (art. 616) 

a = — 2641, — 7391, 4-616i,. 

b= 1000 j 1? 

r. = — 397i, 4-918r s , 

B 4- C 

Onat--» — , etc., d'où Ton pourra calculer le produit 

1 x B-t-cV r 

- LMN. Mais comme Taire du triangle ne dépend que de Tar- 
f utucnt de ce produit, on peut faire abstraction du module et 
chercher simplement Targument du produit 

s i * \ .-.-. i iv b + c A x 'c 4- a) (a 4- b), 

:^ iWi^OISi^t— 801 1,4- 179 1,4- (516 g (7361—7391,-1-6161, 

— *re - 11231,-31, 2\,. 



0" t*vu\e ainsi 



t\ 1123 



1123 -2.379, v -ï = i« s 253 f 



o 
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d'où l'excès sphérique = 2%506 , valeur qui est le rapport de 
Taire du triangle donné à celle du triangle rectangle, et qui 
s'accorde sensiblement avec celle que nous aurions déduite 
des valeurs de a', £', y\ calculées dans Fart. 616. 

§ ni. 

Propriétés du quadrilatère sphérique. 

624. Soient 

/ A = cos« -f- a' sin« = — ab , 
> \ B = COSJ9-+- b' sin/5 =z — bc, 

) C = COS y 4- C' Sill y = — C D , 

\ D = cos 5 h- d' sin B = — da 

les quatre côtés d'un quadrilatère sphérique, a', b', c', d' étant 
respectivement leurs pôles positifs. On a identiquement 

a' b'~~a'V ' 

c'est-à-dire, A\B', C",D' étant les côtés du quadrilatère 
polaire, 

j4\B' =B r .<?, 
ou 

(cosa'+ Asina')(cosj5'-i-Bsin|5')=(cos3 f — Dsin5')(cos7'— csiny'). 

En opérant par TD sur cette équation, et ayant égard aux 
équations (1), il vient 

a sin a cos /3' -f- b cos u sin 4 S' — a' sin « sin a' sin ?' 

= — c sin y' cos ô' — d cos-/ sin 5' — c' sin y sin y' sînS' . 

Soit maintenant p un vecteur quelconque, AP, BP, ... les 
angles qu'il fait avec les vecteurs a , b , ... En opérant par 
0pX sur l'équation précédente, il vient 

0= cos A P sin «'cos 6' -i-cosBPcosa'sin£' — cosA'Psin«sin«'sin£' 
-h cosCPsiny'cosS' -f-cosDPcosy'sinô' — cosC'Psinysin7'sin3' ; 
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où l'on peut remplacer cos À'P, cos C'P par sin PA, , sin PC,, 
en désignant par PA,, PC, les arcs perpendiculaires abaissa 
de P sur le* côtés .4 et C . 

fi25. On a [art. 551, (22)] l'identité 

SUab.Ucd) = 5ad Ôbc — Sac.Sbd. 

En mettant pour les produits ab, cd, ... leurs valeurs (k»t 
désignant, de plus, les diagonales du quadrilatère par 

K = co> » 4-k' sin x = — ac , 
/, = cosi -*- l' sin A = — BD, 

et de même pour le quadrilatère polaire, on aura 

ÔiPab.H>i:D' = sin«sin7.ÔA'c' = — sînasinycosx'. 

d'où 

sin«sin-/cosx' = cos* cos a — cos £ cos 3, 
ou 

sinABsinCDcos(AB,CD) = cosACcosBD— cosBCcosDA. 

ce qui est le théorème connu de Gauss. 
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CHAPITRE X. 

COMPOSITION DBS ROTATIONS. 



§l er . 

Rotations autour d'axes fixes. 

626. Soit une biradiale L0M = j4 = aA a ,et soit r un vecteur 
perpendiculaire à Taxe a. Le produit rA = rra a exprimera 
(art. 552) ce que deviendra le vecteur r après qu'on aura fait 
croître sa longueur dans le rapport de 1 à a , et qu'il aura 
tourné autour de a de l'angle a . 

Mais il n'en est plus ainsi lorsque r n'est pas perpendiculaire 
à a. On décomposera alors r en deux composantes : l'une r, 
perpendiculaire à a, et que l'on multipliera par a a"; l'autre r, 
parallèle à a, et que l'on multipliera seulement par a. De 
cette manière, le vecteur résultant de cette opération sera 
exprimé par a(R,A a + r,) . 

627. Soit maintenant B une biradiale unitaire quelconque; 
considérons le produit 

2Mr5. 

En supposant r parallèle à Taxe b de cette biradiale B , on 
aura 

JMrB = (cosp— Bsin(l)R(cosp-+-Bsin(i) 

= COS* ji.R-t-COS(isin{i(RB — BR) — sill* J3.BRB , 

ou, en remarquant que b et r ne diffèrent que par un facteur 
numérique, et que b' = — 1 , 

B-'RB = (COS* £ -f- Siû* g) R = R . 
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Si, au contraire, r est perpendiculaire à b, alors — br = - 

est une biradiale rectangle = rb, d'où brb = — rb , = r. 
Donc alors 

B- l nB = r(cos*0 — sin*£)H- 2RBC0sgsinÊ 
= R(cos2p-+-Bsin2^) = 1i.B ï P. 

Donc l'opération sur le vecteur r, indiquée par B~ ! rB, B 
étant une biradiale dont le plan contient r , revient à faire 
tourner r de l'angle 20 autour de b. 

Si R est un vecteur oblique à b , et qu'on le décompose en 
r, parallèle à b et R r perpendiculaire à b, on aura, en remar- 
quant que r, ne change pas lorsqu'on lui imprime la rotation 
représentée par X b 1 »*, 

B~ l nB = B- l (n, + n,)B = r, 4- R f b*Ï 

Or r, + R r B*P représente évidemment la position du vecteur r, 
lorsqu'on l'a fait tourner de l'angle 20 autour de b . Donc 

B- | rB = rb ,, P 

exprime, dans tous les cas, la position du vecteur r après une 
rotation égale à 20 autour de Taxe b, rotation exprimée par 
le symbole 

,1) ll- l ...B= ...Xb^. 

Cette règle est la même que nous avons établie d'une autre 
manière (art. 515, 4°). 

628. Au lieu d'un vecteur r , on peut prendre une biradiale 
R = r +r { =iït , et l'on a 

B- i RB=r -hB- i r i B=S', 

s* J étant une biradiale d'axe s différent de r, et de même argu- 
ment c que r p ;-car, d'après ce que nous savons (art. 507), le* 
deux produits 

B{B- i h 9 ) = h ? et (B-'k^.B 
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es avec les marnes facteurs pris dans Powire inverse, 
ont même argument. 

Les axes r et s font avec a des angles égaux (art, 017), de 
sorte que s e&t ce que devient n après avoir tourné autour de 
Ben vertu de la même rotation par laquelle n p devient s*. Si 
donc on pose (art. 552) 

s = b'PrbP, 
>n aura ce théorème 



= rn^ = iB-h.i 



629. Si £ une rotation a'* succède une autre dotation B*\ 
leur effet sur le vecteur R ou sur la biradiale H sera exprimé 
par un symbole de la forme 

B l A\H.AB-^ AÏUt.AB. 

Donc la composition des rotations successives s'effectue in 
multipliant entre elles deux biradiales ayant pour axes les 
axes de rotation a, b, et pour arguments les deux demi-angles 
de rotation. Ainsi, la composition des rotations 2a t 2^ autour 
des axes a , n sa réduit ù la multiplication des biradiales 

030. Dans le cas des rotations infinitésimales, A — k x es cosa 
-h Asin« devient, aux infiniment petits près du second ordre, 

.4 — a* = 1 f i 
et Ton a dé même 

fî — fcP = i+B^, 

d'où l'on tire, avec la môme approximation, 

^fl-i + A^ + H,; 

Ku composant les vecteurs As, b^, de grandeurs prôporttou- 
belles aux rotations, on 8 l'axe de la rotation résultante, 
eprésenté proportionnellement par 

Cy = Aet -h BJl, 
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Dans ce cas, les deux rotations sont commutatives. 

631. Considérons les deux rotations 2a, 2p, autour de deux 
axes rectangulaires a , b . On a 

A a BÊ = (cos « -f- a sin a) . (cos p -h b sin (J) 

— cosacos(J-f- Acosfsina + BCos«sin^ — c sin a sin f, 

où l'on a fait ab=— c, c étant un troisième axe perpendicu- 
laire à chacun "des deux autres. 

Pour a = (3 = ^ » ' es deux rotations 2a , 2fî étant chacune 
d'un quadrant, 

" « w i , _ N 1 A + B — C VZ 

AÎB , = _ (1 + A + B _ c) = . + ___._ 

7T A -+- B — C . tr 

Donc l'effet de ces deux rotations combinées équivaut à une 

2* 
rotation de l'angle -^ autour de Taxe a -+- b — c , également 

incliné sur les axes a , b , — c . 

7T 

Si aux deux rotations de ~ autour de a, b, on en fait succé- 
der une troisième, aussi d'un quadrant, autour de c , on a 

7t TE * 1 + A4-B — C 1+C 1+B tz .ff * 

A*B* C*= — = — = COS - -hBSin - = B*, 

à cause de — a = — cb = bc , — b = — ac . Donc l'effet des 
trois rotations successives est le même que celui de la rotation 
intermédiaire, d'un quadrant autour de l'axe b. 

032. Dans le cas le plus général de la rotation autour de 
trois axes rectangulaires a , n , c , on a 

A a B'* c? 

— cos a cos £ cos y -h a sin « cos £ cos-/ H- b cos « sin 3 cos y — c sin asin 3cosy 
-+- sin a sin £ sin y — Acosasingsiny 4- b sin «cos 3 sin y -f-ccosacos?siDy. 



DES 



Si les rotations 2«, 
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2v sont chacunes = 



mi 



d'où 



eosfl 



Sllla ^CÛSy = Siny 



©I que 2£ soit = — ^ , d'où cosp = — siiiTj — — -, on aura 






ce qui est une biradiate rectangle, ayant sou ;<x«' dirigé sui- 
vant la bissectrice de l'angle AOC (art, 617)* Donc k'» b~ i 
correspond a une rotation d'un angle z «lutour de la bissec- 
trice a + c , comme il est aisé de le vérifier directement, 

633, Vive versa, toute rotation peut se doc om poser en doux 
rotations d'une demi-révolution chacune. C'est ûfl que nous 
avons établi directement (art. 544), et on peut encore le 
déduire des considérations précédentes. Eu eflet, une biradiale 

[îi (C ^ À = a* est exprimable par le rapport - de deux vecteurs 
faisant entre eux l'angle a. Mu n doue 



y 



ftA* = C^BÎIB-'C, 



Or, drb~ 1 = B! no^î représente une rotation de grandeur 5 - 
autour de r, puis c~ l ...c est l'indication dune nouvelle 
rotation de même grandeur autour de c. Donc la rotation 

I - j r I - 1 équivaut à deux demi-révolutions, Tune autour de 
Taxe b, l'autre autour de Taxe c. 



Rotation* (tftfoftr d'ares mobiles* 

634. Désignons, pour abréger, par (a, %z) une rotation de 
grandeur 2 % autour de l'axe ÛÂ . 

Si à la rotation (ft, 9$) succède la rotation (4 f f S«), i 
étant la position prise par le vecteur à, par suite de la rota- 
tion (b , Sfj), l'effet final sera le même que si Von avait d'abord 
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■ 

imprimé au bystème l.t rotation (a , 2 a)* pui* la rotation ii 

*%• : *- Kn effet, en faisant tourner le système 

de 2[î autour de OB » le point A passe 
en À', D'autre part, en le faisant tour- 
ner de 2 a autour de OA , B passe en 
B'; en le faisant tourner ensuite de 
2(ï autour de OB , l'égalité de* trian- 
gles BABV BA'B' donne BB* = BB 
et angle B'BB' = ABA' — Sp . Donc 
W arrivera en B' par cette rotation, 
Donc, si nous représentons, commp 
dans l'article 51 5 3 par le signe X le résultat de la combinaison 
de deux rotations, l'effet de chacune des combinaisons 

v a,2*)X(b,2ê), (i,2ftx(A\e.ï 
sera de faire arriver les axes OA,OB respectivement enOA ,0B , 
et par suite le système prendra dans les deux cas la même 
position finale. Donc ces deux combinaisons sont équivalentes, 
ce que nous exprimerons par la formule 

(> t 2.)X(B,23) = (B J 2HX(A , > 2«) = (B f 2WX(B-?AB^ 5 : 

d'où» les biradiales correspondantes étant égales, 

à*bP = b^a* = bVb-PabM, 

635- Exemptai Soient a et b deux axes rectangulaires entre 

eux, et considérons la rotation composée 

CB>2p)XC*',2*)i 

où a' = b'^ab 3 . L'axe a étant perpendiculaire à a, pour faire 
tourner a de 1$, il suffit de le multiplier par b*P (art. 617), ce 
qui donne 

a' = ab'P = a i cos23 -f- b sin2{)) ■= a cos 2$ — c sin 2p . 
c = — ab étant perpendiculaire au plan AOB. Donc 

b? a* = (cos 3 + b sin Ê) (cos k + a' sin «} 

= eofincosp -+- A (sin a cos Ji cos23 4- sin û! sin p sin 

H* b eus» sin 3 + c( — sin«c0$psm2£-h5in«tio0ci>: 
== cos«cos{> + AsinftCos^ + BCossMn 3 — c sin «sin p. 
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valeur que nous avions déjà trouvée <arL 618) pour le produit 

636. ABC étant un triangle sphérique quelconque, on a 
(art. 615) 

pour le produit des bjradiales m\\\\ ont pour arguments les 
angles extérieurs du triangle donné ou les côtés de son triangle 
polaire. Donc, si un corps tourne autour des arêtes d'un angle 
triôdre d'angles doubles des dièdres intérieurs de cet angle 
trièdre, il reviendra à sa position primitive. Car les angles 
2tt|i|?ay sont égaux à 2 (i:- BAC), âir — CBA), 2(r — ACB>. 
ou à —2 BAC, — 2CBA, — 2ACB. c'esUHifa* au double des 
angles dièdres intérieurs de l'angle trièdre, pris en sens con- 
traire. 

Ce théorème, facile à retenir, peut servir h composer deux 
otatinfis en ilr II donne, en effet, 



B? c^ — A 



a et tt étant déterminés au moyen de u, c M V, 7' par la réso- 
lution d'un triangle sphérique (art- 613). 
On peut également se servir, pour le même but, de la relation 

que Ton démontre facilement comme il suit. Prenons {§§ m 79) 
G,B^ BC = CB 15 A,C -CA- ÀC Ï5 B,A = AB = BA. 

i rois triangles AB t C, , BC t A«, GÀ,B, seront égaux à ABC , 

et partant 
égaux en- 
tre eu* .Or, 

par une ro- 



tation 2 a 
5=3 C,G au- 
tour dé A . 
i t prendra la position CB è A»; par une rotation !Îp autour 
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de B\ ce triangle vient en C.I^À, , et enfin, par une rotation îv 
autour de C, il reprend sa première position l^BA, . 

037. Théorème. — Si à la rotation autour du recteur 0D = D 
succède une rotation autour d'un axe PP\ parallèle m rntw 
OC=C, U mourement rcstiltant sera compose de la rotation tieter* 
mmèê comme dans 1rs artiele*M_H\) et 636* ft d'un mouvement fa 
translation* 
Menons, en effet, OP _ p perpendiculaire a PP\ et soit 
\^ OM le vecteur d'un point quelconque M 

du système. On pourra décora poser OM 
en trois composantes rectangulaires, 

OM = a a? H- Bg + l 

Tune des composantes étant dirigée sui- 
vant OC ♦ et l'une des deux autn 
r étant suivant OP. Par une rotation jc^i 
autour de OC, OM prend (art. B38> te 
position 

. M' = (A3? + Bf) (?• + CZ 

= a{j:cos4i — ysinw) + n(y cos&* 4- rsin«) + ci, 
que 1 on obtient en appliquant la formule 

w 

où r, =tcz est parallèle a Taxe de rotation, et b,=*à*-H 

perpendiculaire à cet axe. 
Si, au lieu de cela, le même point M , déterminé par 

PU = OU — OP — A{X—p) 4- B2 -+■ ci» 

exécute la rotation (c , tù) autour de PP\ ou aura, pour la nou- 
velle position M 7 , 

PM 1 = a!(x — p)cosw — ysin* +b ycosw -h (x — pjsin^ 4 

d'où Ton tire, pour la distance des deux points M',ST t 

M'M'=OM*-ÛM'=OPH-Pir~OM = A p(i— cos«)-»?sin>- 



4 ni 1 
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expression indépendante de H* Donc l'effet de la rotation (c ,**) 
autour de PP' différa de celui de la rotation (c,w) autour 
de OC seulement par une translation ou mouvement progressif 
Og&l à 

si'Br = Qp = op — oq, 

ru pusant 

OQ = p(Acosw4-Bsin*.) = OP + e 5 , 

et par suite i) étant la position que prend le point P en lour- 
de l'angle u autour de OC. Donc les deux rotations, 
autour de OC el autour de PP\ ne diffèrent que par un, mou- 
vement progressif. Ue là résulte le théorème précédant, qui 
sert a com poser les mouvements de rotation autour d'axes OD 
et PP , non situés dans le même plan, théorème que Ton peut 
exprimer par l'équation 

(OD^iX(PP,-)-ioi)^)x(nc^)^OP a 

OC étant parallèle a PP , 



irr 



Mouvement* roi> 

638. Tout mouvement d'un corps solide se réduit à une 
rotation 0% puisque le passage d'un corps de la position OH .'* 
autre position quelconque 0' M" peut s'effectuer au moyen 
d*une translation égale et parallèle à O0\ combinée avec une 
rotation c* autour d'un axe c passant dans la première position 
par 0| dans la seconde par 0\ et parallèle dans les deux cas à 
une même direction. 

Il est facile de voir que» en choisissant convenablement le 
point S, on pourra faire en sorte que la rotation c* s'opère 
autour de Taxe S S 1 passant par S, et que la translation soil 
parallèle à SS\ En effet, soient 

a et » étant deux vecteurs unitaires perpendiculaires entre eux 
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et à g . La nouvelle position M 9 de M s'obtiendra : 1° en faisant 
tourner le système autour de c; 2° en le transportant parallè- 
lement à lui-même suivant 00'. Si donc M' est la position i 
prend M par l'effet de la rotation c<°, on aura 

0M f = 0M' + 00', 

d'où 

MM'=0M -0M + 00' 

= x(,rcosij— y$iii*i— .r + a) +B(ycosw + a?sînw( 

MM' sera parallèle à OC, si Ton pose 

j?(cosw — 1}— j/sin*> + a = 0, 
#siu&> + y(cos*>— 1) + b = 0, 

c'est-à-dire pour tous les points de Taxe SS\ parallèle à OC, 
et détermine par les équations 

# = g (a — b rot ^ , y = - (b + a cot £j , 
0S =2 A ( rt "" b{ ' 0[ l) + o B ( ft " hr/t:ot i) 




d'où 



1 .1 t^ 

= - (a a + b ft) + - (b f — à 0) col - • 

639. Observons que, si à la droite = — \a — b&— et 
on fait exécuter autour de 0' la rotation c-<°, se placera en 
un point 0°, tel que 

0'0° = — (a/ï + b&) (cos'o — csin-ki) — ce 

= a(— acos« — ftsin^i) t- b(— -6cosro + asin^) — ce- 

Donc 

00° = 00'+0 0° 

= a (a — acosw — Mn-o) -+- b(6 — 6co$*> -W7$in* 

= 40Ssin-s • 



Soit 00' perpendiculaire à OC. Le plan 00"0' çst perpt»«- 
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diculaire à OC, et l'angle uOTr = ». Donc, 0*0' étant égal 

à 00\ cl par suite les projec- 
tion* IT 0\ O'O de lts lignes étant 
aussi égales, on a 

Il s'ensuit de là qu< une 

troisième proportionnel li h ftO 
ei à 00*. En construisunl rionr 

OS = OS, = on , paie mimant 

parallèle ù OC, on aura Taxe cherché. 

(iiO. Si, outre la rotation (c,w) autour de et la transla- 
tion 00', le corps reçoit, dans sa nouvelle position, une dila- 
tation ou une contraction, de ma mère à rester homothétique 
i lui-même, twdia CM ses dimen&iom- fartent dans le rapport 
ié t à r, on aura alors 

M - 

6t, pour que M cotnckb avec sa position primitive if, d faudra 

l'on ait 

M' =0*1 — 00* = à(*— 1^4-BÛf— h) + r : ; r , 
■1 - u Ion lire 



iittf 



i o v lin 

y— /r -- t yr<> i | | ltfl 



i — rrfls«o— 6r£in&» 
i - 2r< 



2 — £ =s r: 



y=r 



1— 2rcoj > w+ r ! 



ï^7 



On obtiendra ainsi le point uniqw S qui COïat 



ion *in- 
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éteinte position, et qui o*a [ias varie dans Le efaugmeiil nV 
lieu et de grandeur du corps, 

♦Ml. L» 1 point exécutant autour del) le mouvement 
que par rc~ u , et venant se placer 
un aura 

O'O*— jm— «cos« — bail 

h- Br(rt8inu— fecos<*)— CCJ 

d\»ii 

00»= 00' D'€ 

-f- Bib — Arc-os* +ii r$in»)-hct(i— f 

La projection de 00° sur le plan perpendiculaire à c 

00™ = a Ki — a r cos m — A rsiu m) h b • b — b r cos u + a r sin *#;■ , 

et, si OS* est la projection analogue de OS, on a 

OS— ax + Bjp + cj 

a— arcos^ — ftrsiii'o b— frrcosu -f- arsin* cr 

1_ g ■ f- — - 

i — 2rcos4i+r* 1 — 2rcosu+r* l ' 



= A 



00* 



CC 



= 0S ft -\ 



" t—$rtQBt* + r* i— r' 
Donc, a cause de 00 i = 00 M + (W, M 0' = cc( , l — l 
00** o w o 

os = ] — s^ — j- s»s= r u va . 

642. Dans le cas de r négatif. les deux corps OM, OM' •* 
ront inversement semblables. Si Ton suppose, par exempk. 
r = — t, le points qui coïncidera avec son correspondant 
sera donné par La forme 

05 = A# + BJ +CJ* 

On a d'ailleurs 



0S = a(— xco$* + ysin*) + b(— ycosùi— arsin*) — 
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iToù Ton tire la valeur de 0S = 00+ O'S, et, en l'identifiant 
avec kx + By + cz , on en conclut 

* a — x — a?cosw-+-ysinw = 0, * 

6— y — ycos«— a?sin&> ^=0, c — z — jzr = 0, 

et par suite 

a? = a-+-6tang|, y = 6 — atang^, * = |- 

Si Ton fait faire à autour de 0' la rotation (c ,tc — <o), on 
aura 

O r O #t = — (Ad -+- b6) (— cosw -+- csin «) 

= A(acosw-+- ftsinw) -t- b(6cos« — asin»), 
d'où 

00" = Aa + B6+ O'O 00 

= A(a-hacosoa-4-6sinw) -h s(b ■+■ 6cos*> — asin»), 

os- = -^-, s-s = |- 

4C08 f 2 

643. Si nous supposons, r étant quelconque, que 00' soit 
perpendiculaire à Taxe de rotation, on pourra prendre z = 0,* 

e t alors, au lieu de la formule r.B~*RB*, employer la formule 
plus simple rnB. On a alors 

OM-0'M = 00' = OM(l-rc w ). 

En posant — r . 00' . c w = r . O'O . c w = O'Q , on aura 

(00'-t-0'Û).OM = OÛ.OM = 00'(l — rc»).OM = 00'\ 

<Toù 

valeur facile à construire. On obtiendra ainsi le point immo- 
bile M. 

En comparant cette solution à la précédente, on voit à quel 
point les formules se simplifient, lorsque les biradiales sont 
coplanaires; on peut éviter alors de décomposer toujours cha- 
que .vecteur suivant trois axes rectangulaires. 
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§ IV. 

Transformation des coordonnées rectangulaire* 

644. D'après ce que nous avons vu (art. 629), si Ton fait 
subir à un système un nombre quelconque de rotations autour 
d'axes passant par un même point, ces rotations peuvent se 
composer en une seule. Désignons par s* cette rotation, 

i lf i t , î 4 étant trois axes rectangulaires fixes; ou a 

U 

1= s = COSJ9 + SSin}<7 = C0S|<7(l4- ) 1 ! 1 4- >,l, + >,!,>, 

en posant 

> 1 = »,tang}cr, /, = s f tangi<r, ), = *,tangj». 

Si Ton fait subit à un vecteur quelconque x la rotation s», il 
prendra la position 

\ — 2r f x2 = s * xs* , 
c'est-à-dire 

xiii-f-x^-t-xl.ij^cos* ^.(î — > 1 i 1 — /ji 4 — /,i,"j (s 1 i i -f- Xji^-hx.r 

X*'l H-^jlj -H> t l, -*->,!,». 

d'où, en effectuant les multiplications, 

sêc'Jt.x; --- il -f-/.? — aï — "-l5> x, h- 2(>,/, — > 3 >x t -f- 2 (>,),— ),iXj. 
séc*}-*. xi --2 (/,/., -»- V^XtH- il— V; i >.; — /Ju, -t- 2rvj— y*,. 
séc'-Jo-.xi -— 2(> 3 V 1 — ) 9 jx 1 -h 2 ().,/, -+- ) i )\ i -h (J— a\ — >.î + ***.. 

ce qui n'est autre chose que les formules d'Euler. 
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CHAPITRE XI. 

GÉOMÉTRIE DE LA LIGNE DROITE ET DU PLAN. 



645. Appliquons d'abord le calcul des quaternions à quel- 
ques propositions de Géométrie élémentaire. 

1. Soit un triangle ABC, ayant les deux angles B,C égaux 

RA P A 

entre eux. Les biradiales jr~ »^ auront des verseurs conju- 
gués entre eux. En prenant donc A pour origine des vecteurs, 
et désignant par X un coefficient réel, on aura 



ou 

(b — ç)-^ = >.<|t(c — b)-^ = >..c(c — b) _1 . 

En opérant par (b — c) X » puis par (c — b) X , on a l'égalité 

b(c — b) = >(b — c)c, 
ou 

BC — B* = A.BC — >.C* 5 
J$BC4-tl>BC— B 5 =X.ÔBC-T-A.tl>BC — >.c*. 

Les vecteurs AB,AC n'étant pas parallèles entra eux, JDbc 
n'est pas nul. Il faut donc, pour que Téquation précédente 
subsiste, que l'on ait i — X = 0, d'où B f :=c\ Le triangle est 
donc isoscèle. 

En reprenant les raisonnements dan3 Tordre inverse, on 
démontrerait la proposition réciproque. 

II. Trouver sur la base BC d'un triangle ABC un point B 
d'où Ton puisse mener aux deux autres côtés AB,AC des pa- 
rallèles DE , DF égales entre elles. 
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Les trois points B,D,C étant en ligne droite, si Ton fait 

AB 

t-£ = t , on aura 

. BD BF . AF ., . AE . t 
'=BC=BÂ = 1 -BÂ' d ° U BÂ = 1 - r; 

donc, à cause de FD — A E , 

AD = AF4-FD = (i-f)AB-f-f.AC, 

ou 

D==(l — t)B+t.C. 

Pour que Ton ait DE = CF , il faut que (\ — f).fcB soit égal 
à t.tyc. En désignant par u la valeur commune de ces deux 
quantités, on aura 

d'où 

D = «(1Kb + 1Kc), 

et par suite (art. 622), AD est la bissectrice de l'angle BAC. 

Nous avons supposé t et 1 — t positifs; on pourra examiner 
de même le cas où Tune de ces quantités serait négative. 

III. Dans un quadrilatère inscrit au cercle, le produit des 
côtés est réel. 

Soient, en effet, a,b,c,d les quatre côtés. /Taxe du plan du 

quadrilatère, (a,b) = X, (c,d) = y. deux angles opposés. On a, 
en désignant par a,b,c,d les modules des quatre côtés 



d'où 



ab — a*.- — — ab./', cd = c*. - = — cd./*\ 

A C 

ABCDr=abcd./ u ^. 



Or À + u = ^, si le quadrilatère est convexe, et =0, s'il est 
biconcave. Donc le produit abcd est égal à ± abcd. 

Si donc on connaît deux côtés a,b du quadrilatère inscrit, 
on aura les deux autres x et — a — b — x au moyen de l'équa- 
tion 
(x) JDabx(ah--b-t-x) = 0, 

qui sera celle d'un cercle. 
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Exempte. Soient 

À = ^4-21,, B = 3^ — 1 3 , 

et représentons le troisième côté par x = # 1 i 1 + ff s i 1 + #,i J . 
On aura 

0=U> 1(1, 4-2i t )(3i 1 -i 8 )0r 1 i 1 + <r 1 i J -*-* l i I ) 

X [(44- X 1 )l 1 +<2 + 0f f )l f 4-^0-1)1,1!, 

d'où, en effectuant et égalant séparément à zéro les coefficients 
de i M i t , i,, on tire trois équations 

= 2x\ 4- 2x\ 4- 2a*; 4- 16jr t 4- 3;r, 4- 28,r 8 ; 

= x\ + x\ 4- #î 4- 3 jî â 4- 4.r, — x s , 

= Qx] 4- 6x* 4- 6a?J 4- 16x t 4- 25 x t — 12,r 8 , * 

qui se réduisent à deux équations distinctes, représentant l'in- 
tersection d'une sphère et d'un plan. Ainsi Féquation (x) re- 
présente bien un cercle. 

646. Pour que deux vecteurs a, b soient parallèles, il faut 

b 1 
que la biradiale - = -5 ab ait son angle nul ; il faut donc qu'elle 

se réduise à sa partie réelle et que son vecteur soit nul. Donc 
la condition de parallélisme est 

Pab = 0. 

Pour que les vecteurs a,b soient perpendiculaires entre eux, 
il faut que la même biradiale ait son angle droit et qu'elle se 
réduise à son vecteur. Donc la condition de perpendicularité 
est 

5ab = 0. 

Généralement, les vecteurs a,b faisant entre eux un angle 6, 
le verseur de la biradiale ab sera 



Wab = 75 — = cosô 4- 75r-^s — sin = l^-^s — I 



ab ^ j|>ab 

— — = cos ô 4- zsr-^r 

33 
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On aura, pour déterminer l'angle 0, les équations 

0086=7= — , sin6=-7= . 

De la dernière égalité on tire 

^.^AB = / 3A.^BSinO. 

Donc U.UDab représente le double de Faire du triangle com- 
pris entre les vecteurs a et b. 

647 . L'équation du vecteur OX = x, prolongement de OA = a. 
peut se mettre sous Tune des formes 

(lï x||a, x = *a, Aax = 0, D(x = DIa, 

• 

Ces équations sont toutes linéaires en x, et renferment, expli- 
citement ou implicitement, une variable réelle t. 

Si a,b,c sont trois vecteurs non coplanaires, en opérant 
par (X> ab X) et par 6 (7) ac X) sur Tune des équations (1), 
on trouve 
(2) 5abx = 0, 0acx = O. 

Chacune de ces nouvelles équations, prise séparément, repré- 
sente un plan [art. 551, (18)], puisqu'elle exprime que le vec- 
teur x est coplanaire soit avec a et b, soit avec a et c. Donc 
l'ensemble de ces équations représente la ligne OA d'intersec- 
tion de ces deux plans. 

048. Réciproquement, pour résoudre les équations (2) et en 
tirer x en fonction de quantités connues, écrivons-les sous la 
forme 

5<x.Dab) = 0, 0(x.X>ac) =0, 

ce qui fait voir que x est perpendiculaire à chacun des vecteurs 
XIab, 1?AC,et par conséquent parallèle à Taxe de leur pro- 
duit, d'où Ton tire (art. 049) 

X = f.X>vl 1 AB.X>AC), 

= f\c.0ABA — A. 5 ABC» = — f'. A. 5 ABC. 

ou simplement x = fx, en posant — f'SxBC= t. 
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649. L'équation d'une parallèle menée par le point b à la 
droite x = *a, sera 

(3) X = *À-f-B, ou 1J.à(x — b) = 0. 

650. L'équation de la perpendiculaire à a, menée par le 
point p, sera de la forme 

x = te -+- P. 

Pour que les vecteurs a et c soient perpendiculaires, il faudra 
que l'on ait 

0AC = O. 

Ensuite a-, p, c devant être coplanaires, on aura 

Sapc = 0, ou 5(H>ap.c) = 0; 

c, étant donc perpendiculaire aux deux vecteurs a et $ap, 
sera parallèle à Taxe de leur produit, et Ton aura 

c||X)(à.1Dap). 
Donc l'équation de la perpendiculaire cherchée sera 

(4) X=f.X>(A.tJ>AP)-»- P. 

On peut arriver autrement à ce résultat. On a, en elle!, 

P = A~ ! AP = A^.SAP -h A" i .H)AP. 

Donc AT^tDAP, qui est une perpendiculaire à a (puisque son 

produit par a est un vecteur), est coplanaire avec a et avec p . 

Donc c'est la direction de la perpendiculaire cherchée, d'où 

t 
Ton tire l'équation (4), en remplaçant t par — zgr-Tï • 

651. Ainsi — a^'.Uap est le vecteur mené par l'extrémité 
ûo p perpendiculairement à la droite x = tA. Si l'on transporte 
maintenant l'origine au point p, on en conclura que 

n = — a-'.JDa'p-b) 
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est le vecteur allant de l'extrémité de p perpendiculairement 

vers la droite 

(5) x = U-f-ç. 

On peut le voir plus simplement comme il suit. Si x est le 
pied de la perpendiculaire, celle-ci. sera x — p.. Cette droite 
devant être perpendiculaire à x — f a + b, ou à sa parallèle a. 
on aura 

0a(x— p) = 0, ou 6a(U + b-p) = 0. 
d'où 

tK = A~ 1 5a(p — B), 
X — P = f A -h B — P— — A -1 [A(P — B) — 5a(p — B)~i 

= — A- l .tI>A(P-B'. 

comme ci-dessus. On a, pour la longueur de la perpendiculaire, 

fcn= + «P[ÏU.(p— b"»]. 

G 52. Le vecteur qui joint le point p à un point quelconque 
de la droite (5) est égal à 

/A -h b — p. 

Pour que sa longueur soit un minimum, il faudra donc que 
Ton ait 

dty{tK +B-P) = 0, 

ou (art. 594) 

Oizz^fA + B — p)d®(*A + B — p; 

= — 0[(fA + B — p).d(fA-f-B — Pi] 
= — 0[(fA + B — p).A].tff = ; 

c'est-à-dire 

T(f A -f- B - PÏ a] = 0, 

et par suite que le vecteur t a + b — p soit perpendiculaire à a 
ou à tk. 

Cette équation donne 

tk 1 4- S [a(b — p)] = , ou ix == — a- 1 .0 [a(b — y): • 
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Donc le vecteur perpendiculaire à a ou a la droite (5) Btifl 

B - P — JL-',S[a(B— P)J = â-')à{B — P) — Ô[à(b— Fh| 
= A~M> [a(B — p)] = — A-Kty [a(p — B)] , 

comme on Ta trouvé dans Tnrl, précédent, 

tîf>3. Cherchons maintenant la plus courte distance de deux 
droites, données par les équations 

x — U + p, x' = tV -f-B\ 

On posera rf^ (x' — l) = , ou 

0= Si^x r — x) (dx' — dx)] = 0[(x' —x) (A r d* J — Arff)]' 

t et t étant deux variables indépendantes, l'équation se 
décomposera flans ces deux-ci 

■0.(x' - X)A S! | 0,(x' -x)a' = 0, 

équations qui expriment que la plus courte distance des deux 
droites est leur perpendiculaire commune. 

Cette perpendiculaire est parallèle i 1?aa', et par suite 
on a 
(6) x' — X = fV + B' — U — b — u.Vaa'. 

En opérant sur cette équation par 0A a' X * il vient 

fi^A'^' — b)] = K.0(aaM>AA')=«{1Paa')\ 

ce qui détermine le coefficient u* La plus courte distance 
cherchée est 

*P Xj_^«.VAAj_* ^^^ «(»AA') 

= 99[U1Vaa > .<b > — b)J, 

le signe ^ mis devant indiquant simplement que la valeur 
numérique de la quantité doit être prise positivement. 

Pour trouver lus extrémités de la perpendiculaire commune, 
opérons sur (H) par 3 ■ a X et par . a' X * on trouvera ainsi 

0.A(X' — X) = 0(f AA' + AB'— (A* — AB) = t4.0^A.U>AA) SS 0, 
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c'est-à-dire 

*\Saa' + Sab' — Ja* — Sab = , 
et de même 

*!a'* + 5a'b' — J.Saa' — Sa'b = 0; 

ces équations font connaître les valeurs de t, t', et par suite 
celles de x, x\ 

654. Soit donné un tétraèdre OABC. La perpendiculaire 
A A' à la face OBC, abaissée du point A, est parallèle au vecteur 
de la biradiale BOC ou à $bc. Donc un vecteur mené dans 
le plan OA A' et rencontrant la hauteur AA', aura pour expres- 
sion 

a + X.ÎDbc, 

À étant un facteur réel indéterminé. De même, un vecteur 
rencontrant la hauteur BB' aura pour expression 

B 4- a.UcA. 

Pour qu'un même vecteur rencontre à la fois les deux hau- 
teurs AA', BB', il faut que X et p soient tels que les deux 
vecteurs précédents soit parallèles, ou que le vecteur de leur 
produit soit nul, ce qui donne la condition 

= W/ i (a + I.1I)bc)(b+u.Wc\)_ 

= Uab + ).(b.0cb — C0B*) + u(a.Sac-c.0a ! j 

-h //*(a.Sbc ? C.ÔBCA' 

= ti>AB-W(B.ÔBC — B*C) -f- y .(A. Se A — A V) — àu.C.SàBC 

Kn opérant par 0b X, il vient 

= /a(0AB.0AC — A ? .0Bc) — Xfz .0BC .0 ABC . 

d'où Ton tire 

6bAB.0AC 
ABC = -= A" ; 

ÎJBC 
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et de même, en opérant par SâX » 



La svm< 



gw Suc .Sba t 

u.SJABC^r ^ — a* 

SCA 



-11 symétrie de a-s formules fait voir qu*eu identifiant Tune 
d< te droites précédentes avec celle qui rencontrerait la hauteur 
CC' f on trouverait pour X ou a la même valeur, et de plus 

a ScA.ScB 

v.Babc = - ^-- c\ 

On peut donc toujours mener par chaque sommet d'un 
tétraèdre une droite déterminée, rencontrant les quatre hau- 
teurs. Donc ces quatre hauteurs sont rencontrées par quatre 
droites différentes; elles sont donc des génératrices d'un même 
système d'un hyperboloïde gauche. 

On peut encore énoncer ta proposition que nous venons de 
démontrer* en disant que si, par chaque arête d'un angle 
trièdre, on mène un plan perpendiculaire à la face opposée, 
ces trois plans ont une intersection commune, 

655* Ce théorème peut encore se démontrer plus directement 
de la manière suivante. 
Soient 

Sax — 0, Sbx — 0, 5cx = 



tes équations des trois faces. L'intersection des deux derpières 
est || $bc (art. 058), et par suite la normale au plan | 
passant par l'intersection des deux faces en question sera 
perpendiculaire à flluc ; cette normale sera donc parallèle à 

9(1*9»*). 
Donc le plan aura pour équation 

0[x.W(a,Prc; =0. 

>n a il ailleurs [art. 547, (9)] 

V i A . 11 n r' 1 - C.0Afl — H.Sa< , 
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On obtiendra de même les expressions des vecteurs parallèles 
à i, et à i a . Remplaçant i, , i, , i, par ces valeurs dans les con- 
ditions de perpendicularité 

0V, = O, 01,1, =0, 01,1, = 0, 

on obtiendra trois équations du 4 e ordre en x . Donc l'origine 
cherchée est donnée par l'intersection des trois surfaces du 
4 e ordre. 

657. L'équation 
(1) 0ax = O 

exprime que x est une perpendiculaire quelconque au vecteur 
a; donc c'est l'équation du plan perpendiculaire à a, mené par 
l'origine. 

Pour trouver cette équation directement, remarquons que, 
b et c étant deux vecteurs perpendiculaires à a, l'équation de 
ce plan peut s'écrire (art. 431) 

x = ts -h tic. 

En opérant par 0A X, on éliminera les deux indéterminées 
t y u. 

On peut aussi n'en éliminer qu'une, en opérant par ÎMX > 
ce qui donne 

$bx = îDeb + tttNc = ma X une quantité réelle, 

a étant parallèle à îNc , ou simplement 

$BX = MA . 

On tire de là 

O = Ï>(A.©BX)=X.0AB— B.0AX, 

d'où résulte, à cause de 0ab = O, 0ax = O, c'est-à-dire 
l'équation (7). 
Pareillement 

(8) 0[a(x-b)] = O 

est l'équation du plan mené par le point b perpendiculairement 
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à a . Cette équation est, comme la précédente, susceptible de 
diverses formes. 
En général, toute équation de la forme 

Ôax = c 

peut être identifiée avec l'équation (8), et représente un plan 
perpendiculaire au vecteur a. Pour avoir sa distance à l'origine, 
posons x = Af . II \ient 

d'où 

c e a c 

A" A *A 

pour la distance cherchée. 

658, L'intersection des deux plans 
v> 5>x— b]=0, 5y«i-B'i] = 

contient tous les points dont le vecteur x satisfait à la fois à 
ces .iiux équations. Mais, les vecteurs a, a\Uaa' n'étant pas 
iOv -araires, on a rart. 550. <16»1 

• 4. J 

X . S A A . V A A = 

P.a.Paa Sax-V Paa.a .Sax^Paa.SODaa I 

ou. en ayant eprd aux équations (9k 

— x.,Î.Paa * 

= P a.Vaa Saf — V Paa .a .5a b 4- Paa'.Saa'x. 

i'U enfin, en remarquant que $aa'x est une quantité réell*' 
indéterminée, que nous représenterons par t , 

x — x. S.Vaa 

U ' =IVa.PaA SaB-^D v DaA.A .SAB+fJDAA. 

expression du vecteur de la droite d'intersection des deux 
{dans «!K Cette équation est moins commode dans la pratique 
que les deux équations simultanées \9\ 
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Quand les deux plans donnes passent par l'origine, on a 
b = b' = , d'où Ton tire, pour l'équation de l'intersection, 

659. L'équation du plan passant par l'origine et par l'inter- 
section des deux plans (9) sera 

0a'b\0ax — 0AB.0a'x=O 
ou 

• 0[(a.0a'b' — a'.0ab)x]=O. 

C'est là, en effet, l'équation d'un plan passant par l'origine; 
de plus, si x est tel que Ton ait 0ax = 0ab , on aura aussi 
0a'x = 0a'b', et les équations (9) seront toutes les deux 
vérifiées. 
On voit par là que le vecteur 

a.0a'b' -a'.0ab 

est perpendiculaire à la ligne d'intersection (10) des deux 
plans (9), ainsi qu'à tout vecteur mené de l'origine à un point 
de cette ligne. 

660. Cherchons la distance d'un point donné p au plan 
0a(x — b) = 0. La perpendiculaire abaissée de p sur le plan 
(Hant parallèle au vecteur a, aura pour équation 

X = fA + P, 

et la longueur de la perpendiculaire sera celle de x — p = tx. 
Pour déterminer t , opérons par a X , ce qui donne, en vertu 
de l'équation du plan, 

0[a(U4-b)'J = fA s -4-0AP = 0AB, 
l'OÙ 

1) H = tK = — A" 1 .0 A(P — B) , 

expression du vecteur qui va perpendiculairement du point r 
irers le plan. 



824 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE 

Si le plan passe par l'origine, alors b = 0, et Ton a 

n = — a-'ôap. 

La longueur de la perpendiculaire n donnée par l'équation (I) 

ost 

(2) ®fl = / aA" 1 . / a0A(p— b) = q: 0[Wa.(p — b)]. 

661. Trouver l'équation d'un plan passant par trois points 
donnés A , b , c . 

Si x est le vecteur d'un point du plan, x — A , x — b,b — c 
seront trois vecteurs coplanaires. On aura donc 

O = 0[(x-a)(X-b)(b-c)] - 

= 0[x(BC + CA-f- AB)] — 0ABC 
= 0[x(îDBC4-îDcA-4-îDAB)]— 0ABC. 

Si Ton pose 

d = Dec 4- t>CA 4- t>AB, 

comme on a 0da==0abc, l'équation pourra se mettra bous» 
la forme (8) 

0d(x — aï=0. 

Pour avoir le vecteur perpendiculaire mené de l'origine au» 
plan, on posera x = f d , et l'équation 

0XD — 0abc = O 
deviendra 

fD* = 0ABC, 

d'où 

-i a 0ABC 

expression du vecteur cherché, d'où l'on peut déduire de 
nombreuses propriétés du tétraèdre. 

0abc étant [art. 551,(17)] le sextuple du volume du tétraèdre 
OABC, l'équation 

0ABC = 0XBC -t- 0XCA + 0XAB 

aurait pu s'obtenir immédiatement, en remarquant que, si X est 
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un point du plan de la base ABC, la volume du tétraèdre est 
égala la somme algébrique des volumes des tétraèdres QXBC, 
•:a,0XAB. 

i«i !i( les deux droites 

X = fA + Bj x— |V -j 11'. 

L'équation (Tua plan parallèle à e£fl deux droites et pas- 
Fig. 83, Wfit par le point 

(il) B[a^(x-c)]=Û j 

cette équatiou exprimai! î 
que les trois vecteurs a ,â . 
x — g sont coplauuires. 

Si c = b , le plan con- 
tiendra la première droite ; 
si c==B t il contiendra ki 
seconde. 
Si w.IOaa' est la plu* 
courte distance de ces deux lignes (art, 888), te vecteur 
n i /lVaa' — b Qtg. 8S) étant coplanaire avec u et 
avec t V, on a 

S aaib'- b + ij.1>aa')] = 0. 

Cette équation peut s'écrire ainsi 

3[<'0AA'-f 9aa';(B— fi'— N.lpAA '.)] =0, 

u(1HAA l ! l +0[|jAA'jB r - Bl = U. 

divisant par £{Uàa'i , 

l(l,?M l )s!W|^l),|(fM 
comme nous favlons trouvé (art, 65S) par une autre s<»ie, 

(tOfl iïun plan fùSÊORt pur iorajine M 
Uittt dfs tmyUê t'ijuui tnrr fittis lignée donttttl, lU'tvtmtnfr la 
Mftftl 
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Soient î.i.cks vecteurs unitaires qui marquent les direc- 
tions des trois lignes données, et 

Sex = 

r équation dn plan cherché. Le cosinus de l'angle de ce plan 
arec a. ou le sinus de l'argument de la biradiale (a,r) est 
do-mé par r équation 

5ar = ^R.$in--. 
On devra done avoir 

S AI = 5bR = StR = /. 

Toù 

r 



Or on a tari. 550» 



*R 



r.Sabc = Obc.Sar -*- Oca.Sbr + Uàb.Ôch 

= t V*C — ©ÇA -*- ©AB». 

Donc l'équation du plan sera 

5 x Pbc • Pc a -*■ Dab- = 0. 

't !e st:u:s :e Tar-rlo or.t-rohô >e r a 



9ABC 



% Vbc-t-Oca-9 



AB: 



hlU. tirti i/^j milieux de< droites parallèles à un j>l>m donné et 
«"ii/jiKjfjHî *wr iiVîur droite* /uvs. 
Soient 5cx = l'équation du plan donné: 

x = f a — b . x " = f V -i- b" 

ie> équations Jes droites fixes, et t le milieu de x' — x. 0" 
.ui a les relations 

2 Y = fA — B — .'A -f- B , 
0=5 CX— X = 5 C ( A -r-B' - /A — B»\ 

Cette dernière équation donne une relation linéaire entre / d ' • 
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de sorte que, en éliminant t' entre cette équation et la précé- 
dente, on obtient pour le lieu cherché une équation de la forme 

ce lieu est donc une droite. 
Exemple. Soient 

0[(i,-2i,4-i,)x]=O, 
" x = (i 1 4-2ï 5 )*4-3i 1 — i 8 , x' = i â f'-f-3T s — 2i 3 

les équations du plan et des deux droites. On aura 

2y = (i, 4- 2ij) t 4- i 3 1' 4- 3i, 4- 3i, — 3i 3 , 

= 01(1, - 2i,4-i 8 ) [(i t 4-2i t )*-i,f 4-31,-31, 4- 1,; j 

— _- t — 3 + 4t- 64-/' — i. 

d'où 

. f — 10 — 3f, 
et par suite 

2 y =1 (i, 4-2^— 3i 8 )f4-3i, 4-3i,4-7j 3 . 
Telle est l'équation du lieu cherché. 

665. Soit ABC un triangle, AT la tangente en A au cercle- 
circonscrit, prolongée dans le sens direct ABC. L'angle y des 
deux vecteurs BC , CA est égal au supplément de celui des 
vecteurs TA, AB. En désignant donc par /Taxe du plan ABC, 
et par k une quantité positive quelconque, abstraction faite 
ie sa valeur, on aura 

BC.CA = — k.H , TA.AB = — *./*"* = k. /*, 
Voix AT.CA = *./-", et par suite 

TA.AB.BC.CA = — X, 

AT 

>u, en opérant par (TA) -1 = /grr^r, premier facteur, 

AB.BC.CA = — A. AT. 
Soit maintenant ABCD un quadrilatère gauche, AU la 
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tangente en À au cercle circonscrit au triangle A CD . On aura 
de même 

AC.CD.DA = — i.AU. 

Donc, en remarquant que CA . AC= — AC*= (^AC)* est une 
quantité positive, on aura 

(1) AB.BC.CD.DA = *.AT.AU = -Jt .^L 

AT 

ce qui détermine le plan et Taxe de la biradiale TAU. 

Si le quadrilatère ABCD est inscrit à une sphère, le plan de 
cette biradiale est le plan tangent à la sphère en A, et son axe 
est le rayon OA de la sphère, dirigé dans un sens tel que le 
mouvement de AU vers AT se fasse relativement à ce rayon 
dans le sens direct. 

Si Ton donne, par exemple, 

AB=x:i t — i t , BC = i t H-2i 3 , 00 = ^, DA = !! + !„ 

on aura 

AB.BC.CD.DA= - 1 — 3^-31,-1,, 

i-e qui déterminera le vecteur OA = A-( — 3i, — 3i, — i,) «lu 
point A . 
Pour avoir le vecteur du point B, on fera le produit 

BC.CD.DA.AB = — 1 4-31,4-31,4-13. 

On voit que ce vecteur = — OA est dirigé suivant la même 
droite que OA. D'ailleurs, OA étant Taxe correspondant au 
sens du mouvement du plan DAC vers CAB, et OB à celui du 
mouvement du plan DAB vers DBC, ces deux mouvements 
seront contraires, puisque DAC se confond avec DBC, et par 
suite AU avec BT\ de sorte que les deux rotations ramènent 
la tangente à la même position. Donc si OA est l'axe de l'un 
des mouvements, et 0B= — OA celui de l'autre, il faut que 
le point B coïncide avec le point A . 
On aurait de même, pour les vecteurs des autres sommets. 

0C= -i t — 3i,4-3i s; OD = — 1,4-31,-31,. 




En multipliant cette équation par f équation (I) de l'article 

précédent, il vient 

ABBC,CD.DE.EA = — Jr. AT. AU.AV 

== le produit de trois droites coplanaires, et par suite — un 
vecteur situé dans le plan tangent à la sphère en A . Donc le 
produit des cinq eûtes d'un pentagone inscrit dans une sphère 
est une tangente a la sphère au sommet initial A. 

Exemple. Supposons une sphère tangente en A au vecteur 
AR = i 1 — i t , et passant par tes points C t B, déterminés par 

Etes vecteurs 
: 



AG 



r 4 H-2i 3 



00 = 31!- 



Cherchons le point E de cette sphère, situé sur la droite DE, 
parallèle ài 1( En posant DE = 4i a , on aura 



, 



EÀ — — 4^ — (* + 2>î 3 . 

faudra déterminer z de manière que la partie réelle dit 
produit 

(i|-i,)(i<+ »O.Bi ft .*î. [-4 h -(z + 2)i,] 



i 



s'annule, ce qui ;i lieu soit pour j = 0, soit pour z = — 4. 
Cette dernière solution donne D6= — k\ % AE = 4l, — d\ s , 
et le vecteur 10i t — • iOl f — 8l, de ce produit sera tangent à la 
sphère en A . 



607, On donne des points a, k\ \\ *. . , en nombre ijnelrumjttr. 
Trouver au plan passant par l'artijine, et tel une tu somme des 
carrée des perpendiculaires abaissées de ces puinfs sur le plan suit 
n mi ni ma au 
Soit 0xtt = O l'équation du plan cherché, y étant le para- 

n 
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mètre inconnu, dont nous pourrons supposer le module $1=1. 
Les perpendiculaires à ce plan seront (art. 659) 

— Y.0ÀY, — y.0a/t, .... 

Les carrés de ces expressions étant 

-(0AY>% . -(0a'y)',..., 

on voit que la condition de la question revient à rendre la 
quantité ^ (S a y)* un maximum, ce qui donne l'équation 

(1) 2(0AY.d0AY) = O. 

De plus, de l'hypothèse que Y est un vecteur unitaire ou que 
(^Y) f == 4 , on tire (art. 602) 

(2) 0Y*Y=O. 

Si Ton pose, pour abréger, 

▲.0ay 4- V.0à'y + . . . = E, 
l'équation (4) pourra se mettre soifs la forme 

(3) 0RdY = O. 

Les équations (2) et (3) expriment que les deux vecteurs y etR 
doivent être ensemble perpendiculaires au vecteur dY, dans 
toutes les positions, en nombre infini, que celui-ci peut occuper. 
Il faut donc que ces deux vecteurs soient parallèles, ce qui 
donne la condition r = g y , ou 

^À.0AY = 0Y, 

g étant un nombre réel. 

• Si l'on représente par □* le premier membre de cette 
équation, on voit que l'opération □ ne doit pas changer la 
direction de y, d'où Ton conclut (art. 587 et suiv.) que Y doit 
être une des trois directions correspondantes aux racines de 
l'équation <ç(g)= 0. En outre, la fonction □ étant conjuguée 
à elle-même, ces trois directions seront rectangulaires entre 
elles. Si, comme cela a lieu généralement, les trois valeurs de 
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g sont inégales. Tune d'elles correspondra a un maximum, 
une autre à un minimum, et la troisième ne correspondra ni a 
un maximum, ni à un minimum. 

668. Deux des arêtes d'un angle trièdre trirectangle se mourant 
chacune dans un plan donne, et le sommet étant fixe à l'origine des 
coordonnées y trouver le Heu de la troisième arête. 

Soient x,ï,z les trois arêtes mobiles, a et B les axes dos 
deux plans donnés. On aura les conditions 

Stz = 0, Szx = 0, Sxy — 0, 0AT5b6, Sbz = 0, 

entre lesquelles il s'agit d'éliminer Y et z. Ces deux vecteurs 
dépendent de G paramétrée, parmi lesquels 2 (les modules) 
doivent rester arbitraires; on n'aura donc que h paramètres à 
éliminer entre les 5 équations. On pourrait d'ailleurs comploter 
le nombre d'équations nécessaire pour l'élimination dos G para- 
mètres, en joignant aux équations précédentes ces deux-n 

%y = g, Uz=: h 9 

g et A étant arbitraires. 

Des équations Say = 0, Qhy = 0^ on conclut que v 
perpendiculaire au plan (àj x), d'où 

y^^Jaï, et de même, z~u.ï>bx< 

Partant ces valeurs dans Stz = T il vient 

S(Ï)àx.Pbx) — 0, 

€ju, à cause de 3Jbx= — $xb, 

0-=9(Pax.î»xb> = S[(ax — 5ax)(xb— Sx*)], 

«t, en réduisant, 

— 5ax.0bx — Sab.x*, 

jfrpation du second degré, qui est celle d'un eAne dont les 
sections circulaires sont perpendiculaires ù \ et à u (art, 680). 
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CHAPITRE XII. 
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La .-c.'Wr* « fe cô«*. 

669. L'équation 

(1) î i = % a . on x* = A* 

représente une sphère de rayon ^a. ayant son centre à l'origine. 
On peut donner à cette équation diverses formes, qui corres- 
pondront à diverses propriétés de la sphère. De l'égalité 

(X + A)(l — A» = 1* A ! + AX — XA = X 5 — A*-t-2%>AX, 

il résulte, au lieu de l'équation « 1 ». l'équation 

S. x — a ;x— a) = 0, 

qui exprime que les vecteurs x — a et x — a sont perpendicu- 
laires entre eux, c'est-à-dire que la sphère est le lieu des 
sommets des angles droits dont les cotés passent par les ex- 
trémités a et — a d'un de ses diamètres. 
On en tire encore 

ïi'x-f.ViX-A> = 2<LVax. 

L'aire du rectangle compris entre des cordes x 4- a , x — a est 
donc le quadruple de l'aire du triangle compris entre les vec- 
teurs a et x . 
On a (art. \>\vl) 

X = (x + A)" 1 A(X + a), 

ce qui fait voir que l'angle des vecteurs a et x est double de 
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l'angle des vecteurs a et x + a, lequel est égal i» un angic 
inscrit, s'appuyant sur le même arc que l'angle au centre. 

670. Si le centre de la sphère est en b, l'équation de la 
sphère sera alors 

(2) Œ(x — B) = fltA, ou x ! — 20dx = a' — ■**. 

Si Hb = '3£a 1 le cercle passe par l'origine, et son équation est 

X*— »#*X=Ô f ou 0x(x — 2i)=0 > ou ff?5=i, 

ce qui fait voir encore que l'angle inscrit dans le demi-grand 
cercle est droit. 

67 L Réciproquement, cherchons le lieu des pieds des per- 
pendiculaires abaissées d'un point fixe A sur tous les plans 
passant par l'origine. Soit 

■Smx=0 

l'équation d'un de ces plans; le vecteur abaissé de a sur ce 
plan sera (art. GGO) — it* 1 #mà, et le lieu de son pied sera 

x — a-w- , Ssia = ii- | P»a (■). 

lin tire de l'équation (3), par l'élévation au carré, 

juiis de la même équation, en opérant par Sa X i 

Sax — a' — — m^Sbia)*, 
d'où, par addition, 

i*— 0ax = O, ou fc(*^|W$|s 

ce qui représente une sphère [éq, (2)], 



{*) Remarquons eet exemple d'une équation d'une surface exprimée an moyen 
de» qua ter nions. Celte et] uni ion est vectorielle, et, \\\v suite, équivalente S trois 
•-quittions réelles* Maïs elle renferme un valeur indéterminé h, ou plutôt son 
verseur, le module disparaissant de celle esprpssinn» de manière q\ic la présence 
de s équivaut seulement à deux indéterminées réelles* Les trois équations équiva- 
lent donc à une seule èqu&tloil entre les coordonnées du point x. 
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672. Trouver l'intersection de deux sphères 

® (X — A) = $B, ®(X — A') = fy*'. 

En élevant au carré et soustrayant, il vient 

20(a' — A)X = A' Î — A* — (B ,f — B f ), 

équation d'un plan perpendiculaire à la ligne des centres a'— a. 
Ce plan est celui de Y intersection des deux sphères, quand 
' elles se coupent, et, dans tous les cas, c'est le plan radical des 
depx sphères. 

673. En différentiant l'équation ®x = ®a, on a (art. 602) 

0xdx = O, 

ce qui montre que la corde infiniment petite dx a pour limite 
une perpendiculaire à l'extrémité du rayon. 
Le lieu des positions-limites d'irtie sécante est donc un plan 

0(2— x)x = 0, 
ou, à cause de x*= a*, 

(4) 0Ex=a*. 

674. Lieu des projections d'un point de la sphère sur tous Iti 
plans tangents. 

Supposons que ce point soit le point A. La perpendiculaire 
Z — a devra être parallèle au rayon x du point de contact, d'où 

(5) H = A4- tx. 

Il reste maintenant à éliminer x et t entre les équations (4), (3) 
et l'équation de la sphère x*=a*, 

En opérant par 0H X sur l'équation (5), il vient, en vertu 
de (.i) 

d'où 

S — A A 1 (S — A) 

X = = - • 

t S'-0AS 
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En prenant les modules des deux membres, il vient, à cause 
de x 1 = a s , 

(S 1 — 0aS) î =a , (S-a) î , 

ce qui est l'équation cherchée. On peut la mettre sous la forme 

[0.3Ïl(S-A)] f = — A 1 .' 

On tire de cette équation, en exprimant les vecteurs 
en coordonnées ordinaires, et posant E = Ç l i l + Ç t i l + Ç- I i I , 
A = ai t , 

L K^-a^ + es + Q J 

_ [e t (gt- «) + « + « ]' 

(^-a^ + çj + ïî ' 



ou, en posant Ç, — a = rcosp, V\\ -f-?J = rsin^, 

r = a(l — cosp), 

équation d'une cardioïde, qui engendre, par sa révolution autour " 
de son axe de symétrie, le lieu cherché. 

675. Lieu des centres des sphères tangentes à deux droites non 
situées dans le même plan. 

En prenant pour origine le milieu de la perpendiculaire 
commune aux deux droites, leurs équations seront 

y = a£+b, y = a'*' — B, 

avec les conditions 

0ab = O, Sa'b = 0. 

L'équation d'une sphère de rayon r, ayant son centre en y, est 

®(x — Y) = r, 

ou, en remplaçant y par a t +- b, et ayant égard à la condition 

0AB = O, 

(X — b) 2 — 2f.0AX4-A*** = — r\ 
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Pour que la sphère soit tangente à la première droite, il faut 
que eeite équation ait deux racines égales en t , ce qui donne 

(SAl) f = A f [(X — B) f + f»]. 

On trouvera de même, relativement à la seconde droite, 

<ÔA'x) f =A' , [(x-+-B) f -+-r f ). 

Éliminant r* entre ces deux équations, il vient 

k-'Sxx**— a-\5ax) s = (x + b) , -(x-b) ! = 45bx. 

Si Ton prend des axes de coordonnées parallèles respective- 
ment aux vecteurs a, a',b, on obtient une équation de la 
forme 

\x t + mx t )'—{x t + mxj 1 = px, ; 

le lieu cherché est donc un paraboloïde hyperbolique. 

676, Équation d'un cône de révolution, dont le sommet est à 
forijfine. 

Soient x le vecteur d'un point du cône, a un vecteur unitaire 
pris sur Taxe, \t la projection de x sur cet axe, a le demi-angle 
au sommet. On aura 

Z \t = t= COSa.^X. 

La biradiale — a pour argument i et pour module cosa. On a 
donc 

-• \f ,* A f.X -z r . n 

d'où f.SAX = x , eos , a. et, à cause de f* = — x'cos'a, 

Sax 2 = — X 2 COS 8 «, 

équation du cône. 

(>77. Si Ton transporto l'origine au point dont le vecteur est 
\f, lYquution devient 

vSa.X — A 07 = — ^X-t- A M COS 5 a. 
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Coupons le cône par le plan ôax = , perpendiculaire à Taxe. 
Pour que le rayon de la section ainsi formée soit constant, il 
faut que ®x = r soit indépendant de t , et par suite que Ton 
ait 

-t -z = cos* « 

r f •+■ ** 

pour toute valeur de t , et même pour t infini, ce qui exige 

que Ton ait cos'a — \ . Alors le cône deviendra un cylindre de 

révolution, dont l'équation sera ce que devient à la limite 

l'équation 

(Sax)*— 2f.0Ax.sin*«-M , sin , «-t-x , = O, - 

d'où, en remarquant que r 1 est la limite constante de f'tang'a 
pour f = 00 et a = 0, et que fsin'a est infiniment petit, on 
tire 

(0AX) , + X f + f i = O, 

équation du cylindre de révolution. 

C'est ce que l'on peut vérifier, en égalant à r la distance 
constante Œ(U)àx) du point x à Taxe (art. 652). 

678. Équation d'une surface de révolution. 

Soit kt l'axe de révolution passant pas l'origine. La biradiale 

- = 0--t-JD- a pour partie réelle le rapport de la composante 

de x parallèle à a à la longueur constante de a , et le module 

de son vecteur ^ ( D - J est le rapport de la distance de x à l'axe 

à cette même longueur de a. L'équation de la surface de révo- 
lution sera une relation quelconque entre ces deux quantités, 

f [ s î- *("î)]=°' 

ou, si l'on veut, 

F[0ax, ®(Dax)] = 0, 

l'équation de la courbe méridienne dans son plan étant, en 
supposant % a = 1 , 

F(*,y) = 0, 
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S Too suppose, par exemple, que 

soit réqntian de la eoarfoe méridienne, celle de l'ellipsoïde de 
rérolutiooser. 

(Sa»? . (*»*»)' _„ 

oo, en faisant a« = a, , Ai = A, , 



(•3+W- 



i. 



679. Éfwtim fm cêm é» second mrir*. 
Les équations 

0ï = i, 6- = i 

A ' X 

représentant (ait. 657 et 670) la première un plan perpendi- 
culaire au vecteur a, la seconde une sphère de diamètre b, 
leur ensemble représentera le cercle qui est l'intersection de 
ces surfaces. Si Ton multiplie chaque vecteur x de ce cercle 
par une indéterminée r , on aura alors 

a x r 

et le lieu des extrémités de tous les vecteurs sera un cône 
ayant pour sommet l'origine et s appuyant sur le cercle en 
question. Son équation, qui s'obtiendra en éliminant r, sera 

AI 

Pour que ce cône soit réel, il faut que le plan coupe la sphère, 
et que par suite on ait %x < \ %b (i + cosàOb) . 

On peut encore supposer que a et b sont des vecteurs uni- 
taires. En remplaçant alors a par at\, b par 6b, l'équation 
devient 

et la condition de réalité devient y <i(l 4-cosaOb). 
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680. L'équation (2) peut se mettre sous la forme 

Ôax.Ôxb = yk*X* = — 7X f , 

et son premier membre ne change pas lorsqu'on échange entre 
elles les quantités a et b. Donc l'équation du même cône peut 
encore se mettre sous la forme 

0*.0* = 7 , 

B X ' 

et par suite, outre la section circulaire représentée par les 
équations 

A ' . X 

il contiendra encore une autre section circulaire, représentée 
par les équations 

0±;=i, 0*=y, 

X B ' 

On obtient ainsi les directions des deux systèmes de sections 
circulaires, dont les unes ont leurs plans perpendiculaires à A , 
les autres à b . 



Équation générale des surfaces du second ordre. Étude des surfaces 

à centre. 

681 . L'équation réelle générale qui donne le vecteur x d'une 
surface du second ordre doit évidemment contenir : 1° un terme 
indépendant de x; 2° des termes du premier degré en x, réduc- 
tibles à la forme ÔAxfî; 3° des termes du second degré en x, 
de la forme AxBxC , A,B,C , ... désignant des quaternions 
constants. 

Le terme &AxB peut s'écrire sous la forme 

&(xWBA), 



5V0 mm mm: ir.MîOTAilU! 

ou sous h forme 

0[{a|*fljr) X (b 9 + h,)} = 0fo \ lr) * 5 (« * &J+0(* I 

dont chaque terme peut se ramener a la forme 0ax, a étant 
un vecteur connu. 
De même, ou a 

= *iM* H-S«;s.9fr,x — $[a t x,Wxb t ) 

= a' ç b 9 x* + S û,' x , 5 b t x— S («J \* h | -h S dj x . 5 fc* 

Donc ce tenue se décompose en termes de la forme 

0AX.0B&, (Sa 

dont le dernier est un cas particulier du précédent. 

l'ar conséquent, en introduisant, pour plus de commodité, 
des coefficients Rumériquea I, on peut écrire l'équation i 
générale du second degré sous la forme 

i 2^0AX.3iix + ft\ v + 20cx = £, 

a, (ï étant des constantes réelles, a,d,c dee \ ëeteartconstantl 

682. Transportons l'origine en n, ri changeons xrnx-fB, 
Il viendra 

2ijSAX.0BX + SAK.âBX-hSAX.âlîn^0AR,3BllJ 

H"fcX , + 2«.âRX + RB î ~h2âcX^20CR = £» 

d'où les termes du premier degré en x disparaîtront, >i Ton 
pose 

2d (* .5 b r + r .S a h) + «n -h c = , 

comme on le voit lui opérant sur cette équation par SîX- 
Un obtient ainsi une équation du premier degré par rnpp" 
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vecteur r , telle que nous en avons résolu dans le Chapitre VII. 
La valeur de r donnera la position du centre ( ! ). 

Si Ton pose maintenant, en substituant pour r sa valeur, 

y = <3 — 2£iB ÀR.0BR — 20CR — aR*, 

l'équation (1) deviendra 

(3) 220AX.0BX + ax' = y, 

équation générale des surfaces à centre du second degré. 

Si y = , l'équation représentera un cône. Nous en avons 
vu un cas particulier dans l'art. 679. 

Si y est différent de zéro, la surface sera un ellipsoïde ou 
l'un des deux hyperboloïdes. Nous considérerons seulement le 
cas de l'ellipsoïde. 

En divisant par y, ce qui altère seulement les modules des 
constantes, l'équation prendra la forme 

(4) • 22ôAX.0BX-H0X' = l. 

683. En différentiant, il vient 

2 (0Adx.0Bx -(- 0AX.0Bdx) + g'&xdx = 0, 
ou 

(5) 0{<Jx[2(a.Sbx+b.0ax)-i-0x]Î = O, 

et par suite l'équation du plan tangent est, en exprimant que 
le vecteur £ — x est parallèle à dx, 

0Î(2— x)[2(a.0bx + b.0ax) + gx] ] = 0, 
ou, en ayant égard à l'équation (4), 

(6) 0Js[2(a.0bx + b.0ax) + 0x]S = 1. 



(*) Nous laisserons de côté les cas où la surface n'est pas douée d'un centre 
unique. 
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Si donc od pose 

S = ^L(A.0BX-f-B.0AX)-H0X, 

r équation du plan tangent sera 

celle de la surface elle-même pouvant s'écrire sous la forme 

0NX = 1. 

D'après F équation (5), le vecteur n étant perpendiculaire à dx 
et par suite au plan tangent , le vecteur tr l , perpendiculaire 
également à ce plan, et satisfaisant à son équation (6), est 
évidemment le vecteur perpendiculaire abaissé de l'origine sur 
ce plan. 

68-1. Si nous faisons usage de la notation déjà employée 
dans le Chapitre VU pour représenter une fonction linéaire et 
vectorielle, la valeur de n pourra se mettre sous la forme 

x = Cx. 

Alors l'équation de la surface et celle du plan tangent s'écriront 
d'une manière abrégée 

1 SxZ* = i, 

Kn differentiant l'équation ^1), et remarquant que d[Jx = 
Z J\ • il vient 

Kn remarquant maintenant que, dans le cas actuel, la fonc- 
tion Z est conjuguée à elle-même ^art. 5!H) # > (*), on voit que 
les deux termes de l'équation précédente sont identiquement 
égaux; donc r équation se réduit à 
vC* S«/xZ3L = 0. 

v u On >crià* % ea effet. Civilement que Ton a, quels que soient S et x, 
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et Ton est conduit, comme dans l'article précédent, mais par 
un calcul plus simple, à l'équation du plan tangent 

0(2— x)Dx = 0, 

laquelle, en vertu de (1), se réduit à (2). 

Si le plan tangent passe au point p, on aura, pour E = p, 

0pDx = 1, 

ou, la fonction □ étant conjuguée à elle-même, 

(4) 3xDp = 1, 

équation du plan de contact des plans tangents menés par p, 
ou du plan polaire du point p . 

685. L'équation 

(5) 6xDx — l-t->(0xDP-i; , = O 

représente une surface du second degré passant par l'intersec- 
tion de la surface (1) avec le plan (4). On en tire, en effet, . 

20 □ xdx + 2X(0x □ p - 1) D *dx = 0, 

équation qui, pour les points appartenant au plan (4), se 
réduit à l'équation (3), d'où l'on conclut que la surface (5) est 
tangente à la surface (1) le long de la courb<* d'intersection 
avec le plan (4). 

En écrivant que la. surface (5) passe par le point p, on a, 
pour déterminer X , l'équation 

0pDp — 1 + U3pDp — 1) 8 = 0, 
et l'équation (5) devient alors 

(6) (SîxDx — 1)'(5pDp — 1) — (0xDp — i) î = 0. 

On peut voir aisément que celte surface est un cône. Trans- 
portons, en effet, l'origine en p, en changeant x en x + p. On 
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a alors, à cause de la propriété distribu tive de la fouettai Q, 

(0xnx+20xDP+SpDP— 1)(0pDp— *) 

— (0xDp-h0pDp— l) f = 0, 
ou 

équation homogène en $x', et par conséquent représentant 
un cône. On voit d'ailleurs qu'elle est de la forme (3) (art. 683) 
pour y = 0. Donc l'équation (6) est celle du cône circonscrit 
à la surface (1) et ayant pour sommet te point p. 

Si Ton remplace, dans (6), p par aP, puis que Ton fasse 
« infini, on exprimera que le sommet du cône s'en va à l'infini 
sur une droite parallèle à p. En divisant l'équation par a, il 
ne restera plus que les termes du degré le pius élevé en p. On 
aura ainsi, pour l'équation du cylindre circonscrit à la sur- 
face (1) et parallèle au vecteur p, 

(0xQx— 1).0pDp — (0xDp) f = 0. 

686. Lieu des milieux d'un système de cordes parallèles. 

Soient des cordes parallèles au vecteur l , et S le vecteur du 
milieu d'une de ces cordes. Les vecteurs des points de rencontre 
de la corde avec la surface seront E + LfetH— - U. En substi- 
tuant ces vecteurs dans l'équation de la surface, on a 

6.iS±u)D(2±L0 = i f 

d'où Ton tire, en vertu des propriétés de la fonction □ 

5SDS+* i 0LDL = i, 
avec la condition 

qui est l'équation du lieu cherché. On voit que ce lieu est un 
plan perpendiculaire au vecteur Ql, et par suite parallèle au 
plan tangent au point de rencontre du vecteur l avec la surface 
larL 6S4, (i)]. 
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L'équation (7) pouvant s'écrire sous la forai l> 

0lDS^zO, 

on voit que le plan diamétral des cordes parallèles à S est 
parallèle au plan tangent à l'extrémité de S. Les deux vecteurs 
l et E sont donc Lois que chacun d'eux appartient au plan 
diamétral des cordes parallèles à l'autre. 
Soient donc l et m deux vecteurs liés par la relation 

{8} 3lDm=0iiDl = O, 

et soit w l'intersection des plans diamétraux conjugués de ces 
vecteurs, 

(foù n =ty (n l * D m)* Le plan diamétral conjugué de n devra 
contenir à la fois les vecteurs L et m . On devra donc joindre 
aux relations (8) les suivantes 

687. Le vecteur x pouvant être décomposé suivant trois 

directions quelconques non coplanaïres, on pourra poser 

l,m»n étant trois vecteurs conjugués , satisfaisant aux rela- 
tions (8). Si Ton pose, de plus, 

0lDl = 1, 5i!Dw = i, 0NDn = i f 

les extrémités de ces vecteurs seront sur la surface- Substi- 
tuant la valeur précédente de x dans l'équation 0xQx = 1 
de la surface, et ayant égard aux équations précédentes, ainsi 
qu'aux propriétés de la fonction □ , il vient 

i =0XD X = [(UF t H- HX t -H NO?,) D (lŒi 4- M# s 4- RW t )] 

Or x x est le rapport de la composante de x parallèle à L à la 

35 



itaedei, et et même pour les autres. Si donc on 
1 I, m m s les longueurs des trois vecteurs conjugués, 
rapportée à ces trois vecteurs pris 



€S8L Coaaidéiws la fooction méaire conjuguée à elle-même 

«,, «, , «, étant des coefficients réels, et a, , a, , a, trois vecteurs 
«■Ui re t rectangulaires entre eux. Nous aurons 

On conclut de là que, si-Ton a une fonction linéaire conjuguée 

QX = «ftAt^A X + «3*10 *i* + «lAt^Ajl, 

où les coefficients 0,^,0, soient positifs, et les vecteurs 
A t , jl, , à, orthogonaux entre eux, la fonction linéaire conjuguée 
à elle-même 

A X = t^A^AjX + lT f A t 0A t X -t- 1^A,0 AjX 

sera telle que Ton aura A*x = — D* > de sorte que les signes 
<f opération A et Q seront liés par la relation 





A* = 


— a, ou 


A = K-D- 






Ainsi, 
paux (*) 


l'équation 


d'un ellipsoïde 

x « + £!• + îi 
o,' ai a* 


rapporté à ses 
= i 


axes 


princi- 


peut se mettre sous la forme 










0xDx = 


(0i,x)« (0i,x 


•)■ . (01.x)* 

al ~ 


■ i, 





(*) Voir les articles 587, 590, 593. 
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OÙ 

,_, 0I 4 X 0I,X 0I 8 X 

o? «ï a* 

Si Ton fait 

0lx 0i,x 0i s x 

Ax = -i 1 — s 1, — ? i s — — > 

1 «1 «t «3 

Féquation de la surface pourra s'écrire 

1 0xA f x = — 1, ou 0AxAx = — 1, 

ou enfin 

^Ax=i. 

Comparant cette équation à celle de la sphère 

«x = l, 

on voit que la sphère se change en ellipsoïde ou vice versa, 
lorsqu'on fait subir aux vecteurs la transformation linéaire A 
ou son inverse. 

Ainsi, Féquation d'un ellipsoïde peut être mise sous la forme 
de l'équation d'une sphère, dans laquelle le vecteur x est 
remplacé par le vecteur transformé A*. 

Les conditions (8), qui expriment que trois vecteurs l, m, n sont 
conjugués, peuvent s'écrire, à cause de 0mA*n = 0AmAn, 
sous la forme 

0AmAn = O, 0AnAl = O;, 0AlAm = O. 

Les trois vecteurs Al , A m , An , dans lesquels se transfor- 
ment trois vecteurs conjugués, lorsque l'ellipsoïde se change 
en une sphère par la transformation A, forment donc un 
système de trois rayons de la sphère perpendiculaires entre 
eux. 

689. La fonction n étant définie par l'équation 
i„0i»x 



n 



* = 2én— 5j— , (11=1,2,3) 
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le vecteur x =£ à \x pouvant 8e mettre sous la forme 

on en conclut 

D.. = -£. 
d'où 

D- t u= — «Si-, 
et par suite 

D- i x = 2<iîî».0î..x. 
De même, pour la fonction Ai 

A- â x:=-- 2ria„i..0i„x. 
Donc 

x = D~ i Dx=2flîu.3îvDx = A- 1 Ax=— 2*b.0bAi. 

Si k, , k^ , K t sont trois vecteurs unitaires rectangulaires quel- 
conques, on a 

0itDit = 2i.— 5T~' etc " 
d'où, à cause de 

2»(0lHK n ) , = -l, 

on tire 

(1) 2K B DK n =2-7- 

On a encore 
0(DKiDK t nK 8 ) = L^" <*»* • *** aï • <£• a * J 



0I lKl 01.K, 0f 8 K 8 | 1 



A ' aj aj I aîajaj 



01^, 0i t x t , 0^, | 



KiK t K 8: _ ± 1 



a\a\a\ a\a\a\ 



690. Lieu des pôles des plans équidistant s du centre de V ellipsoïde - 
Soit H le vecteur d'un point du lieu. L'équation de son pla^H 

oolaire sera 

0xDH=i, 
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et la distance de l'origine à ce plan aura pour expression 
(art. 660), 



Donc l'équatioii cherchée sera, par une transformation ana- 
logue à celle du numéro précédent, 

%DZ — c, ou 0O2Q2 = S3D f S = - *\ 



ce qui représente un ellipsoïde concentrique au premier, c 
dont l'équation en coordonnées cartésiennes sua 

ai ai oj 

691, J&tai des pomfs cf tnfcrjfftffoti (Tu» système rectangulaire 
de trois tangentes à F ellipsoïde. 

8 étant le vecteur d'un point du lieu, l'une des tangentes 
pourra se mettre sous la forme E + fu, u étant un vecteur 
unitaire. Les deux points d'intersection de ce vecteur avec 
l'ellipsoïde seront donnés par l'équation 

et la condition pour que ces deux points d'intersection se 
confondent, ou pour* que cette équation donne pour t deux 
valeurs égales, est que Ton ait 

(0saD) f = 0unD-(02n2— î). 

En désignant par u^u^u, les vecteurs unitaires u relatifs aux 
trois tangentes, et additionnant les trois équations ainsi obte- 
nues, on aura 

2.(20^ = 0(302-1). 2^u-DDm 01 = 1,2,^ 
eu [art. 689, (1)], à cause de 0EDu»=0u ïi nE et de 2 u ï 

-(□&)*=(02DS-i).2-i> 
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ou enfin, à cause de Cî» , = 5lSlE = 0SD , E, 

•»[(2î)=*=->-2â- 

éqoatîon d'un ellipsoïde concentrique au proposé. 

692. Supposons que don point donné x d'un ellipsoïde on 
mène trois vecteurs rectangulaires, rencontrant de nouveau 
l'ellipsoïde aux points x 4- t t r t t x -f- t t v t , x -+- f ,u, . On aura à 
la fois 

0xGx = O, d.xH-rc)3(x + rc)=0, 
doù 

# _ 2gç^ x 

Les vecteurs des seconds points de rencontre sont donc 
x-f.c. = i— 2c. g^'g' , (n=i,2,3). 

L'équation du plan passant par ces trois points est (art. 661) 

= (2 — x — f , u t 'i (f , c t — /, c.) . f, c, — A, c.) 

= 0(Z— i)(f,/,i-,c,+ /,f,i-,i l +f I f,c l ii 1 ) + f 1 f,f,Si' 1 i',t l! 

ou, u,,u,,u, étant des vecteurs unitaires rectangulaires, 
ou 

o=6(a - x Hiafii^^ + "0o^r + 0c s nx)- 2=o - 

Essayons maintenant de satisfaire à cette équation par une 
valeur de la forme 

2 — x = «.2u„.ôu w Dx, (n = l,2,3). 
On aura 
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et de même pour les autres, d'où Ton tire 

1 

a = — ~ — ^ — > 
SiuDu» 

et par suite l'équation est satisfaite par le vecteur 
*_ T q ZCp.-0p.Dx) 

Or, si Ton remplace, dans la seconde formule (16) de Part. 573, 
l,m,n par u^UjjU,, on a, à cause de u t u a = — u t , etc., 



m t = — ^PhDp», 

quantité réelle indépendante de u^u^u,. Ensuite 0UjDx, 
* 6 u, D x , u a D x étant les composantes^du vecteur □ x suivant 
les directions rectangulaires de u, , u, , u, , on aura 

^Pn0PnDX = — QX. 

Donc le .plan en question passe constamment par le point 
fixe 

S = xh D*. 

m t 

On tire ensuite de cette équation 

Substituant cette valeur dans l'équation 0xDx = l , il vient, 
pour l'équation du lieu du point E , 



£ *[(ci+5) 1 2.D(D-f-im t )- 1 s] = 0. 
Ce lieu est un ellipsoïde concentrique au proposé. 



m? 
4 



693. Trouver V équation d'un ellipsoïde dont on donne un système 
de trois demi-diamètres conjugués A , B , c . 
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Si Ton représente par 0xDx = l Téquation cherchée, on 
devra avoir 

5aEa = 1, 5bDb = 1, 0cDc = 1, 
5iac = 0, 0cda = O, 0aDb = O. 

Les deux dernières équations, qui peuvent s'écrire 

ScGa = 0, 0bDa=O, 

montrent que le vecteur Da est perpendiculaire à b et à c, 
<Toù Ton tire, 6 étant un facteur réel, 

D*;;Vbc, Oa = C _, #bc, ô = ô0aDa = 0abc, 

et de même pour les autres combinaisons. Or on a identique- 
ment [art. 549, (15)] 

X.0ABC = A.0BCX + B.0CAX + C.0ABX, 

d % où, en mettant par a , b , c leurs valeurs, et opérant par D> 

V0ABC) f QX = PBC.0BCX -H %>CÀ.Ô CAX -H ï>AB.0ABX, 

et enûn, en opérant par 0xX , 

^0ABC' S = v0BCX'. f -*- (0CAX) 1 -*- (0ABX)*, 

équation de l'ellipsoïde. 

Cette équation peut s'interpréter ainsi : «c Si Ton forme quatre 
tétraèdres en groupant trois à trois trois vecteurs conjugués 
d'un ellipsoïde et le vecteur d'un quatrième point quelconque 
de la surface, la somme des carrés des volumes de trois de 
ces tétraèdres est égale au carré du volume du quatrième.* 

094. Des articles 592 et 089 il résulte que, si g v , g t , j, sont 
les racines de l'équation 

? (\J) = □» - im 1 D , + n^n — m = 0, 

ces racines sont les carrés des trois demi-axes principaux de la 
surface représentée par l'équation 

(4) 0xD s - 1 x = l. 
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Si Ton remplace □ par □ + h , on a une seconde surface 
pour laquelle les différences des carrés des demi-axes sont les 
mêmes que pour la première, et par suite l'équation 

(2) 0[x.(D + A)-'x] = l 

représente toutes les surfaces confocales avec la surface (1). 

Il est facile de voir que deux surfaces confocales se coupent 
orthogonalement. En effet, si Ton considère deux surfaces de 
la série (2), correspondantes aux valeurs h et h t du paramètre, 
leurs normales correspondantes au vecteur commun x seront 

(□+*)-% (□ + A 1 )- l x. 
Or on a 

0[(D+A)- 1 x.(n + A 1 )^x] = 0[x.(n + A)- 1 (n4-A 1 )- 1 x], 

ou, à cause de l'identité -r = r (t — ) » 

au a — o \o af 

quantité nulle, si Ton n'a pas h = *, , c'est-à-dire si les deux 
surfaces ne sont pas identiques. 



CHAPITRE im. 



§1- 
Dmlmm 



695. IhKéqvrtioBCBbeim¥eGteiirvariaUex > de8vecteon 
\ et wm raîabfe léeDe 1 f de la forme 

* = /(*), 



L'équation d'une droite quelconque passant par le point i est 

».A(H— X)=0, 

et la distance do point de la courbe x + dx , infiniment voisin 
de x , à cette droite sera (art. 652), en grandeur et en direction, 



D = 



.9a4x. 



Cette distance sera généralement infiniment petite du premier 
ordre, tant que a fera un angle fini avec dx . 

Si nous développons dx suivant les puissances de dt, nous 
aurons 

d\ = x'dt+ ^ dl*+ .... 
La quantité Vkdx sera donc égale à 

df.H>AX'4~H>AX f +.... 

Elle sera infiniment petite du second ordre, si Ton pose 

U>AX'=0, OU AUX', 
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La droite correspondante à cette valeur de a est dite la tangente 
à la courbe. Elle a pour équation 

(i) fl(2-x)x'=0, 

ou, aux infiniment petits près d'ordre négligeable, 

(2) V{* — x)dx = 0. 

696. Pour avoir la distance du point x + dx de la courbe à 
la tangente, on substituera cette valeur de a dans l'expression 
de d ; qui deviendra 

(3) d = — {di'.x'-'flx'x', 
ou, ce qui revient au même, 

(4) D== _j__. 

Le module de dx est l'élément d'arc ds de la courbe, 

(5) %dx = ds. 
La longueur de la distance d sera donc 

(6) ®T> = Wt'®W(Wx\\ r ) = ï®V(Wdx.d?7L). 

697. L'équation du plan normal, perpendiculaire au vecteur 
x'dt ou dx, sera 

(7) 0(2— x)x'=0, ou 0(2— x)dx = 0. 

On pourrait obtenir cette équation, en cherchant le lieu des 
points équidistants de x et de x + dx , ce qui donnerait 

% (2 — x - dx) = ^(2 — x), ou 4* (S— x) = 0, 

ou enfin l'équation (7). 
L'équation d'un plan tangent sera 

(8) 0(2-x)Adx = O, 
A étant un vecteur quelconque. 
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L'équation d'une normale quelconque sera 

(9) H— x\\Wkd\, ou »[(S— x).^Adx] = 0, 
ou encore [art. 547, (9)] 

dx.0(3-x)A — a. 0(2 — x)dx = 0. 

698. Soient deux positions successives 

Ï>a(x— b)=0, ï»a'(x-b') = 

d'une droite mobile, par suite de la variation d'un paramètre 
réel t, dont les coefficients a, b sont des fonctions. Le vecteur 
qui correspond à la plus courte distance de ces deux positions 
a pour expression 

d = -(»aa')- 1 ^[*aa , .(b'— b)], 

ou, si l'on pose a' = a+ dA, b' = b + (Jb, 

D = — (Dkdk)- i $AdAdB. 

En faisant maintenant 
dA = k'dt -H^A'd^-h . .., dB = B'rff +}B'df , + ., 

on voit d'abord que 

d = — (&kk')- l .dt.$kk'n' 

est infiniment petit du premier ordre, à moins que Ton n ait 

0aa'b' =0, 

Waa' étant différent de zéro (*). Dans ce cas, en poussant plu* 
loin les développements, on a, aux quantités près du quatrième 
ordre, 

0AdAdB=id^0A[A'B r -hAV4-i(2A'B w +3AVH-2AV)rfr]. 



(*) Le cas de H)k A' = serait celui où a serait parallèle à A -f rf a , et où la droite 
*c mouvrait parallèlement à eUc-môme. 
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D'ailleurs, en différentiant la condition j9aa'b' = 0, il vient 

O = 0(A , A'tf+AAV + AA , Br) = 0i{AV+AV) J 

d'où il s'ensuit que la partie du troisième ordre de Sxdhdn 
s'évanouit* La plus courte distance des deux positions consé- 
cutives de la droite est donc alors infiniment petite d'ordre 
supérieur au second. 

En différentiant une fois de plus, il vient 

= 5[a(a'^ + 2aV + aV) + aVb'], 

ce qui réduit l'expression de Qkdndn à 

~ Adl , S(AA i B , + 2A , A , » l )= 1 Vrfi l 0A t (AB f +2A'l'K 

Donc nous aurons 

° = — ^ (0aa')-'0a'(aV + 2aV) 



= — ^ i J 9{K4A)" i B^h{K^B-h2dkiB), 



699, Si la droite mobile est la tangente (1) à une courbe 
quelconque, on aura A = x\ b = x. Alors 

Saa'd' =8x'x t i' =0. 

Donc la plus courte distance des deux tangentes consécutives 
d'une courbe quelconque est infiniment petite du troisième 
ordre en général. 
La valeur de j> se réduit, dans ce cas, à 



d = — 



dt* 
12 



c'est-à-dire à 

(10) d = 



deSx'irt 



X'^-^x'"^'^^*'*'), 

, &dxd*xd*x 



12 PVx f 



— l: 



Wd 



xa*x 



700. Plan oscillateur. Un plan quelconque, passant par le 
point x, peut être représenté par l'équation 

0(2-x)ab^O, 
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a et b étant deux vecteurs constants, tracés dans ce plan. La 
distance du point x + dx à ce plan sera 

Or, en développant la valeur de dx, on a 

Pour que la distance d soit infiniment petite d'ordre supé- 
rieur au premier, il faut que Ton ait 

Ôabx' = 0, 

équation satisfaite par b = x', ce qui ramène à l'équation (8) 
(art. 697) d'un plan tangent quelconque. 

Pour que la distance soit infiniment petite d'ordre supérieur 
au second, il faut que l'on ait, en outre, la condition 

6abx' = 0. 

De ces deux conditions on conclut que le vecteur $ab doit 
être perpendiculaire aux deux vecteurs x',x', et par suite à 
leur plan. Donc 

et par suite l'équation du plan devient 

(11) 9 (H — x)x'x r =0. 

Telle est l'équation du plan osculateur. 

On aurait pu l'obtenir en cherchant la limite du plan passant 
par le point x et par deux points infiniment voisins x + di. 
x + dx + d(x 4- dx), ce qui aurait donné immédiatement 
l'équation 

(12) 9(2 — x)rfxd l x = 0. 

701. La distance du point x + dx au plan osculateur en x 
sera 



d= -idï 



0x'xV" 4 ôdxd'xd** 



Dx'x' Vdxd*x 
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Elle est double de la distance des deux tangentes en x et en 
x -t- dx , et de signe contraire. 

L'équation d'un vecteur perpendiculaire au plan osculateur 
est 

(13) S — à||»x'x\ ou »[(S— à).»xV]=0.. 

702. La normale principale est l'intersection du plan normal 
et du plan osculateur; elle est donc représentée par l'ensemble 
des deux équations 

"0(3— x)x' =0, 0(2— x)x'x f = 0, 
d'où Ton tire 

2-x||fl(x'.flx'x f ), 

ou, à cause de 0(x\U>x'x r ) = O, 

(14) 2-x||x'.flx'x', ou »[(S— x)x'flj'x f ] =0, 

que l'on pourrait écrire sous l'une des formes 

x'.0[(2 — x)x'x']— flx'x f .0L(2-x)x'] = O, 
x"fl[(2-x)x'] — 0x'x'fl[(2-x)x']=O. 

703. L'intersection de deux plans normaux infiniment voi- 
sins, où l'axe de courbure est représenté par l'ensemble des 
équations 

(15) 0(2— x)x' = 0, 0(2— x)x f = x". 

La combinaison de la première de ces équations avec celle 
du plan osculateur (11) donne l'équation (14), ou 

2 — x = ôfl(x\li>x'x'). 

Substituant cette valeur dans la seconde équation (15), il vient 



ô = 



0[U>(x'.U>x'x f ).x f (flx'x')*' 



2-X4 

(17) 
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d'où Ton tire, pour le vecteur du centre de courbure, 

/<« --» x'«»(x'J»x'x») _ x'».»x'x' _ x" 

<ioj a x- flp x v)i ~ (»xV)»~»xV U- 

On a ainsi l'équation du lieu des centres de courbure. 

En remplaçant, dans la formule (13), a par la valeur de £ 
tirée de (16), on aura, pour l'équation de l'axe de courbure, 

ou # . 

tD[(2-x).flx'x'l + x*» = 0. 

Le rayon de courbure se tire de la formule (16), en opérant 
par % , ce qui donne 

(18) f = €(S— x) = ^ J~ . • 
v ' r \ j ^(IdxlFx) 

On tire de là, pour l'expression de l'angle de contingence, 

(19) dr = _ = ____. 

704. Si l'on prend pour variable indépendante l'arc s , alors 
ds ' 



•=*'•(«*)=•*£ 



Donc alors d'x est perpendiculaire à dx , et l'on a 

0dxd*x = O, tl>dxd , x = dxd , x. 

Les formules précédentes se simplifient, et l'on a, pour Je 
vecteur de courbure, 

1 
a -x = - ? , 

(») En effet 

D^.b) = b- 1 ,6ab-a + b6b- 1 a 

se réduit ici à — A , à cause de 0a b = . 
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plan osculateur (art. 701), on trouvera, pour l'angle de deux 
plans oscillateurs consécutifs ou angle de torsion, 

(21) *=«»^'=««»Sï£=«»2££. 

ou. encore [art. 549, (13)'], à cause de JDOBIx'xWxY) 
= — x'. 0xxV, et de fyd* = ds , 

<^ A A *»'»'*" A gdxd»xd*X 

(22) du == ds -^r = ds -X5 • 



Si Ton prend ds pour variable indépendante, on a flx'x' 

d* 



= x'x f , ce qui donne, à cause de — j — = x f * + 0x'x -r =O, 



d'oùd(x'x') = d*.t!>xV, 

_ ^d.x'x' . --flx'x* , 0xW 



707. En comparant l'expression (22) de du avec la valeur 

Sdxd'xrf'x 



>»- 



Ddxd* 



de la distance du point x 4- dx au plan osculateur en x , on 
trouve 

63.rfs 65 



du = 



ŒîJdxd'x dsdr 



ou , en désignant par 2' la distance du point x H- dx à la 
tangente, 



*» = 8 F 



708. L'équation de l'axe de courbure étant 

|[(S-x)|x'i'+ x'*]=0, 
si l'on pose 

0[(E— x)flx'x' + x"] = 0[(S-x)x'x'] = f, 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 

elle pourra s'écrire sous la forme 



363 



(23) 



(3 — x)$x'x* + x r8 = i>, 



v variant d'un point à l'autre de Taxe de courbure. 
Si Ton fait varier à la fois t et v , on aura l'équation de la 

surface lieu des axes de courbure, ou de la surface polaire de 
la courbe proposée. 

On aura F arête de rebroussement de cette surface, ou le 
lieu du centre de la sphère oseulatrice à la courbe, en élimi- 
nant t entre l'équation de Taxe de courbure et sa différentielle, 
prise en considérant £ comme constant, 

709, Cherchons maintenant l'équation générale des déve- 
loppées de la courbe, La tangente à la développée étant la 
ligne qui joint le point E de la développée au point x de la 
courbe, on a l'équation 



(24) 



V(S — x)d3 = 0. 



Z — x, devant ôtre une normale à la courbe, sera perpendicu- 
laire à dx; il en sera donc de môme de sa parallèle <JE , d'où 
l'on tire 



(25) 

Si l'on pose 

(26) fll(2-x) = 



JM2efx = 0. 



d'où (H— x)* = — , 



cette équation, jointe à celle de Taxe de courbure (17), fera 
connaître les trois composantes rectangulaires £,,£,, £, de 3 
en fonction de t et de q t ce qui fournira une nouvelle déter- 
mination de la surface polaire. 

(? x)d r 

La quantité (E — x)dz étant réelle, ainsi que -"- J y » 

on aura 
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bailleurs, en vertu de l'équation du plan normal 0(E— x)<*x=0, 
on a 

«(H— x).d«(S-xï = -0(2— x)d(H— x) = — 0(S— x)rfS. 

Donc 

g(5-x) _^ g(S— x).(fg(5-x) 

d % où Ton tire 

d«(s— x)=±fcds, 

c'est-à-dire que l'élément d'arc de la développée est égal à 
l'accroissement correspondant delà longueur du vecteur S— x. 

710. Désignons par c le vecteur qui joint le centre de cour- 
bure e+x de la courbe au point Z de la développée. On aura 
s — x = a-i-u. 

En mettant pour S — x cette valeur dans l'équation (24), il 
vient 
?T> l>> + r^ v x-+-R + rV:=0. 

Le vecteur R est donné en fonction de t par l'équation (10) 



r = 



Pu' 



Le vecteur v est parallèle à Px x\ et. en désignant par u son 
uu\luU\ il a pour valeur 

Du' 



V = N. 



zv 



X X' 



En mettant tvs valeurs dans réquation <-'>> on aura une 
«quaton différentielle entre f . m . d 1 9 d% , qui représentera ks 
iie\eleppees ce la courbe proposée. 

71 1. Appliquons les formules précédentes à l'hélice. Si Ton 

JVSC 

U t :-= : t cos: — r,sinf. û, = -7-* = — ijSinf-MjCosf. 
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les trois vecteurs unitaires û, , û, , ï, formeront un système 
rectangulaire, et Ton aura les relations 

Ql = Ù*=i* — — i , 0,0, = - ù t Q i = — i s , etc..,, 
L'équation de l'hélice pourra se mettre sous la forme 

x = aQ l «*- bti $ , 
d'où Ton tire, en posant a* + 6' = c 1 T 

î'^aûj + èij, i'^ — rt0 15 x w =—aQ % , 

xx' ^— fr f f4-aftfQ, +a6û t — û f i,, 
xx'x'- a f bt + ab*tQ 1 — a*Q t ~d*hi ê , 

L'équation de la tangente sera 

V£(aQ, + bh) — a(btQ t -h frïï, 4- ai,). 

Celle du plan normal sera 

02(aû t +6i t ) = — &*** 

La distance du point x + dx à la tangente sera, à cause de 
dV=Q, d'où0xV = O, 

u — — £d*x = iaQtdt 1 , d'où %j> =: | ad**. 

L'équation du plan osculateur est 

02(frO t — ai^ — ab; 

celle de la normale principale, 

En mettant la valeur de S sous la forme S^ -h Ç :tl Q,-hÉtii , 
on trouve immédiatement 

8« — - | 4 sin f + l t cos * = , ç s = & t = x iy 

équations cartésiennes de la normale principale* En égalant 
SSQj =a — £ (lî à une nouvelle variable *, on a t pour la surface 



lira des nennal» principales, les équations 

î t = »«»r. i s = »Hnr ? $, = &*. 
oa 

£ = «ûj — *fi, . 

Cette surface est rhéiicoide gauche. 
Le recteur au centre de courbure est 

*=i — x = ,= ûj, dou c = ~- 

L'équation de Taxe de courbure est 

«9 Z tû.— ci, =6* «iQ t -*-«Q J + &V- 
Les angles de contingence et de torsion sont 

C € 

La distance du point x — 4 x au plan osculateur est 

O C 

L'équation »£>« de la surface polaire sera 

aZ.*Q, — ai/ = <i s fcf-r- b{*m-r-ah t tQ l + ab^Q, -r- 6 3 i,, 

en écrivant 6c*n au Heu de r. En développant, l'équation 
devient 

— abV +a f 5, -f-.V;* +«6^û t — a? 1 -flll s -4-fei,) 

= a , 6r-r- {ic*m-*- 06^0, + &'.*&, + fa, , 

d'où Ton tire, en décomposant, 

b* b* 

a ii ■ ' 



et par suite 
Pour avoir le centre de la sphère osculatrice, cherchons 



(1 
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l'intersection de deux axes de courbure infiniment voisins. En 
joignant à l'équation de Taxe de courbure sa différentielle par 
rapport à t , 

— ab^1Q i = ab t tù t , 

d'où, en développant et décomposant, 

a& -h bt 9 = b*t y — aW = b % 9 5 (, > =t), 
on en tire 

2 = Q t 4- 6*i,, S — x = û^r. 

Donc le centre de la sphère osculatrice coïncide avec le centre 
de courbure. 
Cherchons enfin l'équation aux développées. On a 

c* 
r + u = û t + u(bQ t — ai,) , 

d'où 

d(x-t-R4-u) = — tiQ t + -(bQ t — ai,) \bdt+(bQ f —ai t )du. 

L'équation (27) donne alors 

-(aû i + fti t )[(j,+« , )Ml-^d«] = O f 

d'où 

c*du 



abdt = 



a* 

équation différentielle des développées de l'hélice ■ Connaissant 
u en fonction de f , on substituera sa valeur dans l'expression 
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§n. 

Des surfaces courbes. 

712. Une équation 

(i) * = f(t,u) 

entre un vecteur variable, des vecteurs constants et deux 
variables réelles f , u , représente une surface. 
Soit 

(2) 0(s— x)a = 

l'équation d'un plan passant par x . La distance du point x-t-dx 
à ce plan sera 

d = — A-^ÔAdx, 

ou, en développant, et désignant, pour abréger, par x', x, les 
dérivées partielles jj • 3" • 

d == — at 1 S /l(tl' dt + t., du + «,), 

z % étant un infiniment petit du second ordre. Cette distance 
sera infiniment petite d'ordre supérieur au premier, si Ton 
choisit A par la condition 

ÔA(x'df-*-x,dt*) = 0, 

et cela aura lieu tout autour du point x, si l'on pose séparé- 
ment 

0ax' = O, 0AX, = O, 
c'est-à-dire si A est perpendiculaire au plan x'x, , ou si Ton a 

a||X>x'x, . 
L'équation (2) du plan tangent devient alors 

(3) 0(2 — X)X'X 4 =:0. 

Le vecteur 

(4) N = flx'x ( 
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est la normale à la surface, et l'équation différentielle de la 
surface peut s'écrire sous la forme 

(5) 0Ndx— 0. 

Si l'équation de la surface est donnée sous la forme 

c étant une constante réelle, n n'est autre chose que la quan- 
tité VF 00* que nous avons considérée dans Part, 610* 

713. Ces conditions étant remplies, la distance du point 

x + dx au plan tangent sera, aux infiniment petits du troisième 
ordre près, 

(6) d = — lïr-K&KWAt* +2x t t dtdu + x i du t ), 

et la courbure de la section normale correspondante à une 

valeur donnée de j- sera 
ai 



(?) 



2flti 



0<ÏU.rf 8 x) 



ai} 



Si Ton suppose *d constant, on voit que r varie proportion- 
nellement au carré du -demi-diamètre %dx de l'indicatrice, 
d'où Ton déduit le théorème d'Euler, 

On peut encore chercher directement le maximum ou le 

minimum de la valeur de - , laquelle, en posant du — mdt , 

prend la forme 

a h- gftffl -+- y m* 



1 
En égalant d- à zéro, on a Téquation aux sections principales. 

Si Ton considère une section oblique passant par la môme 
tangente que la section normale, et faisant avec son plan un 
angle 8, la distance du point x + dx à la tangente sent 
*d . séc6 , d'où Ton déduit le théorème de Meusnier, 

714. Une ligne géodésique ayant son plan osculateur normal 
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à la surface, on obtiendra son équation en écrivant que lu 
normale Vdx<Tx à son plan osculateur est perpendiculaire à 
la normale 5 à la surface, ce qui donne la condition 

8) Sxdxd t T = 0. 

On aura ainsi une équation différentielle du second ordre entre 
les variables t et u , qui sera l'équation générale des lignes 
géodésîques. 

715. Appliquons ces diverses formules à Thélicoïde gauche. 
représenté par l'équation 

x = uQ l 4- bti t . 

On a d'abord, en prenant u pour variable indépendante, 

* = V y*Q t 4- fci,) ûi = — fcû, + tu, , 

dx = (m Û t 4- 6i,ï dt 4- Q t du, 
<Tx = (mû, 4- bi 9 )(Pt 4- «C^df 1 4- 2Q t dndi, 

%y = Vu* 4- b* . Ux = * , 

l/tt 1 4- 6* 

S ;Un.(Tx) = — ==== - , 
Km* + 6* 

dx* = — (M , + 6 , )dl 1 — dw 1 . 

d ou, en posant — = m . 

1 26 m 



r j/ M i _^ ^i a* 4- b 1 4- m 1 

Le maximum et le minimum de cette expression correspon- 
dent à 



d'où Ton tire, pour les deux courbures principales, 
1 _ ^_ b 

R II 1 4- 6* 
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et pour l'équation aux lignes de courbure 

du 



dt 



L'équation aux lignes asymptotiques 

ÔncPxzziO, 
devient ici 

dudt = 0. 

On trouve, pour l'équation aux lignes géodésiques, 
(u* + 6*) (dud* t + udt*) -f- 2udtdu* = 0, 

ou, en posant j? = x , u*+ 6*= 2y , 

x*ydy + d{xy)=O i 
et,. en faisant xy = z, 

xdz — zda? d* _ 

— 7— + ? = - 
On en tire, en intégrant, 

2œz -h 1 = 2c** , ou 2x*y + i = 2ex t y l , 
ou, en mettant pour x et y leurs valeurs, 

du 



dt = 



§HI. 

Applications à lu Cinématique. 

716. Un vecteur variable x étant exprimé en fonction du 
temps par l'équation 

(i) *=/xo, 

qui donne à la fois la forme de l'orbite du point x et la loi 
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suivant laquelle cette orbite est parcourue, la courbe qui a 
pour vecteur la dérivée 

du vecteur x est dite Ykodograpke de l'orbite (1). 
Le vecteur de l'accélération dans l'orbite (1), 

est le vecteur de la vitesse dans l'hodographe. 

717. En désignant toujours l'élément d'arc par ds = '$,dx, 

ds 

et par v la vitesse ^,ona 

/0 x , dx dx ds 

(3) x== Tt = dïT t = VT > 

dx 

t =»= — étant un vecteur unitaire parallèle à la tangente, d'où 

Ton voit que x' représente la vitesse en grandeur et en direc- 
tion. 
Si Ton différentie l'équation (3), il vient 

du dx 

, dvdx ds dv dx f ds 

X — dtds * V lî7~~7tds +t? 1T' 

, dx 

a 
Nous avons vu (art. 704), que -r— représente un vecteur nor- 
mal à la courbe au point x, dirigé de ce point vers le centre de cour- 
bure, et ayant pour module la courbure - . Si Ton représente 

donc ce vecteur par - , et l'accélération tangentielle — = — , 
par o , on aura 

d*x 

= ?T + 

P 



(4) _ = ?t + tN . 



équation qui exprime très simplement la décomposition de 

d* x d v 

l'accélération totale ~rr t en une composante -77 , dirigée suivant 
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la tangente, et une composante normale — dirigée suivant la 
normale principale, et vers le centre de courbure de Y orbite, 

718, L'équation en coordonnées polaires r , p d'une courbe 
plane pjeut s'écrire sous la forme 

X = B.TA P , 

B étant un vecteur unitaire situé dans le plan de la courbe, 
a l'axe unitaire de ce plan, et l'angle p étant exprimé, dans hs 
exponentielles (art* 526), en parties du quadrant. 

On peut considérer r et p comme liés par une équation 
réelle, ou mieux, comme exprimés l'un et l'autre en fonction 
du temps *, En différentiant et observant que Ton a 



il vient 



d, a p — d(cosp -h Asinp) — A'.Adp , 



dr 
ce qui montre que j- est la composante de la vitesse parallèle 

au rayon vecteur b .rx p , et —j— la vitesse perpendiculaire à ce 

vecteur, ba f et ba'+^ba* . a étant deux vecteurs perpendicu- 
laires entre eux. 
En différentiant de nouveau, on a 

ce qui donne les composantes de l'accélération parallèlement 

et perpendiculairement au rayon vecteur, 

719. Si l'accélération est constante en grandeur et en direc- 
tion, on aura, a étant un vecteur constant, 



£x 

ât 



= A, 
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d'où, b étant un second vecteur constant, qui représente la 
vitesse pour t = , 

L'hodographe est donc une ligne droite, décrite uniformément. 
On a ensuite, par une seconde intégration, • 

X = {àJ*4- Bf 4- c, 

c étant le vecteur initial du point. Les deux composantes |Af* 
et ut de x — c variant proportionnellement Tune au carré, 
l'autre à la première puissance du temps, la courbe est une 
parabole. 
Maintenant, si Ton élève au carré la quantité positive 

- [A(X — C) + £B*] = — (i-A^ 1 + 0AB. * + JB») , 

le résultat est égal au carré du produit 

a(x— c-h jba- ! b) = à({a , I* + b* h-^ba-^b), 

c'est-à-dire que Ton a, en égalant .les racines et divisant 

par {&a , 

/ 8i;(x-C + iBA- 1 B)=:-6.l[tA(x — C+jA-'B 5 ). 

Cette équation exprime que la distance du point x au point 
f = c — l :BA _1 b est égale (art. 660) à la distance du même 
point au plan ôa(x — c -f- 1 a _i b 1 ) = 0. C'est l'équation d'un 
paraboloïde de révolution autour d'une parallèle au vecteur a, 
menée par le point F. On reconnaît là la propriété focale de la 
parabole. 
La parabole sera l'intersection de cette surface avec le plan 

Ôab(x — c) = 0. 

La directrice sera l'intersection des plans 

5a(x — c + -ÎA- 1 B t ) = 0, 0ab(x— c+ Ja" i b , )=0. 

Son vecteur x — c -h -J- a -1 n* étant ainsi perpendiculaire à chacun 
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ies vecteurs a et JJab, sera parallèle à jP{a.$ab) = a.IPab, 
et par suite l'équation de cette droite pourra s'écrire 

720. Pour que le mobile puisse atteindre un point p, lors- 
qu'il est lancé suivant le vecteur b avec une vitesse initiale p , 
il faut que, pour une valeur réelle de t , on puisse avoir 

En élevant au carré, pour avoir une équation à coefficients 

nels, on a, à cause de (Mb) 4 s — 1 , 



nu 



La condition de réalité des racines sera 

(t*— Bap) 1 — aVX), 

Or à 1 p , = (^Up) 1 ne pouvant être moindre que (5ap)\ on 
voit que, si les racines sont réelles, ©■ — 0ap doit être néces- 
sairement positif. Donc les deux valeurs de f 1 sont positives, 
lorsqu'elles sont réelles. Il existe donc alors deux paraboles 
différentes correspondantes à la vitesse donnée, et passant par 
le point p» Les quatre valeurs de f , égales deux à deux et de 
signes contraires, correspondent aux deux mêmes paraboles, 
décrites dans des sens opposés, 

Sî les racines de Téquation en t* sont égales, c'est-a-dire si 
l'on a 

V* — 0AP — ®AP 7 

le lieu du point p est l'enveloppe des paraboles correspondantes 
à la même vitesse. Ce lieu est un paraboloïde de révolution, 
qui a son foyer à l'origine, son axe parallèle à à, et son plan 
directeur à la distance ;==— » 

721. Supposons maintenant que l'accélération soit eonsfam- 
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ment dirigée vers un centre fixe, que nous prendrons pour 
origine, et désignons par g sa grandeur. Nous aurons alors 

ou 

(ii Uxx r = 0. 

En remarquant maintenant que 

d.Virdz) = Vd\xd*) = ^(dx^xtfx) = H>(x<Px), 

F équation (1) donnera, par l'intégration, 

<2) flxx'=c, 

c étant un vecteur constant. 

Cette intégrale fait voir que : 

1° Vxi' étant parallèle à une direction constante, le plan 
de la biradiale xx', ou le plan passant par la tangente à l'orbite 
et par l'origine est de direction constante. Donc l'orbite est 
plane, et son plan passe par le centre d'action. 

2° L'aire du triangle compris entre les côtés x et x' étant 
égale à l'SPxx' (art. 646), on en conclut que Taire décrite 
par le vecteur dans l'élément de temps dt est constante, et 
égale à 

722. Considérons maintenant le cas où l'accélération est 
inversement proportionnelle au carré de la distance, c'est-à-dire 
où l'on a 

la constante u étant négative dans le cas où l'accélération est 
dirigée vers l'origine. On aura alors 

ïlx 



(3) x r = u 



(1x) f 
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Or nous avons trouvé (art. 603) 

WxJUxdx Wx.ctff 
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dNx = - 



Donc 

d'où, en intégrant, 



x'o S5 K «ïlx, 



k étant un vecteur constant perpendiculaire a c, puisque l'équa- 
tion (2) de l'article précédent donne 0x'c = O, et 0xc = O, 
d'où0(lKx.c) = O, ce qui montre que le vecteur k=x'c + uKx 
doit être perpendiculaire à c. 

L'équation de Thodographe est dont; 



(*) 



= KC' ! — u.Xlx.C^ 1 



L'un des termes du second membre étant un vecteur constant, 

et l'autre un vecteur de module constant ■=— , il s'ensuit que 

%(x'— kg" 1 ) est constant. Donc Fhodographû est un cercle dont 
te plan est perpendiculaire à c , et partant parallèle à l'orbite; 

son rayon est — ;=-; , et son centre est au point kg -1 , Le 
cercle peut êttç représenté par la combinaison de l'équation 

fc(x' — kc-M = — -^-> 

]Ui est celle d'une sphère, et de f équation 

0cx' = 0, 

|ui est celle d'un plan passant par l'origine et par le centre de 
la sphère. 

723- En opérant sur l'équation (4) par X>xX, il vienl 
[art. 721,(2)] 



H>XX' = C — PxKO" 1 — uV(ïJx.C- 1 ) , 
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Bn opérant mamtrnant pifgcX,(mi 






s on reconnaît h propriété du foyer et delà 
b. (Test r équation d'une surface 
4* second ordre, de'rérotution autour de son axe principal x f 
l'origine étant à IHui des foyers. On obtiendra Forbite, en cou- 
pant eette surface par le plan 

0ex = 0. 

Le vecteur qui donne la distance de la directrice an foyer ait 

cr r*; leicentriMé est , et le grand axe , ■ t • 



734. Etmti iommée me cûmrme 

t = F(I), 

trouver la cmtiitipm pour fue cette courbe puisse être Pkodograpkc 
fume orbite cemtrmte. 

i devant être égal à la dérivée du vecteur de l'orbite cher- 
chée, ce vecteur sera égal à/rdf , et par suite on aura, en 
vertu de 1 équation (3) (art. 791), 

(6) »(T/TdO=C, 

ce qui donne la condition cherchée. 

Cette condition peut se mettre sous d'autres formes, plus 
approchantes de la forme cartésienne. On en tire, en différen- 
tiant, 

(7) »{T f /TdJ) = O t 

(8) ^(TyTdf4-T , T) = 0. 
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L'équation (7) peut s'écrire, t* étant réel, 

ou, en opérant par tN X , 

c = tt.tN?'. 

La courbe est donc située dans un plan perpendiculaire à c . 
En opérant sur (9) par Wy' X » il vient, d'après (8), 

ttjY'Y' = — tN'Y, 

d'où, en éliminant t«, 

cJyVzi-^yy') 1 . 

Si maintenant w est la vitesse sur l'hodographe, p son rayon 
de courbure, o la longueur de la perpendiculaire abaissée de 
l'origine sur la tangente, on aura, conformément aux résultats 
connus. 

hw = />»*, 

h étant une constante. 



FIN. 
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